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Abstract

The purpose of this diploma dissertation is on one hand the design of a simple high-level
language that supports programming with proofs, and on the other hand the implementation
of a compiler for this language. This compiler will produce code for an intermediate-level
language suitable for creating certi�ed binaries.

The need for reliable and certi�ably secure code is even more pressing today than it was
in the past. In many cases, security and software compatibility issues put in danger the
operation of large systems, with substantial �nancial consequences. The lack of a formal way
of specifying and proving the correctness of programs that characterizes current programming
languages is one of the main reasons why these issues exist. In order to address this problem, a
number of frameworks with support for certi�ed binaries have recently been proposed. These
frameworks o�er the possibility of specifying and providing a formal proof of the correctness
of programs. Such a proof can easily be checked for validity before running the program.

The frameworks that have been proposed are intermediate-level in nature, thus the pro-
cess of programming in these is rather cumbersome. The high-level languages that accompany
some of these frameworks, while very expressive, are hard to use. A simpler high-level lan-
guage, like the one proposed in this dissertation, would enable further use of this programming
idiom.

In the language we propose, the programmer speci�es the partial correctness of a program
by annotating function de�nitions with pre- and post-conditions that must hold for their pa-
rameters and results. The programmer also provides a set of theorems, based on which proofs
of the proper implementation and use of the functions are constructed. An implementation
in OCaml of a compiler from this language to the NFLINT certi�ed binaries framework was
also completed as part of this dissertation.

We managed to keep the language close to the feel of the current widespread functional
languages, and also to fully separate the programming stage from the correctness-proving
stage. Thus an average programmer can program in a familiar way in our language, and
later an expert on formal logic can prove the semi-correctness of a program. As evidence of
the practicality of our design, we provide a number of examples in our language with full
semi-correctness proofs.

Key words

Programming languages, Programming with proofs, Secure programming languages, Certi�ed
code
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Åõ÷áñéóôßåò

Êáô'áñ÷Üò èá Þèåëá íá åõ÷áñéóôÞóù ôïí åðéâëÝðïíôá êáèçãçôÞ ôçò äéðëùìáôéêÞò ìïõ êï. Íé-
êüëáï Ðáðáóðýñïõ, ãéá ôçí êáèïäÞãçóÞ ôïõ êáé ôç âïÞèåéÜ ôïõ óå êÜèå öÜóç ôçò äçìéïõñãßáò
ôçò. Åðßóçò ôá õðüëïéðá ìÝëç ôïõ åñãáóôçñßïõ Ôå÷íïëïãßáò Ëïãéóìéêïý, éäéáßôåñá äå ôïí Ìé-
÷Üëç ÐáðáêõñéÜêïõ êáé ôïí ×ñÞóôï ÄçìïõëÜ, ç óõíåéóöïñÜ ôùí ïðïßùí óôçí õëïðïßçóç ôïõ
äéåñìçíÝá ôïõ óõóôÞìáôïò NFLINT Þôáí éäéáßôåñá óçìáíôéêÞ ãéá ôçí åðéôõ÷Þ ïëïêëÞñùóç ôçò
åñãáóßáò áõôÞò. ÈÝëù íá åêöñÜóù ôçí åõãíùìïóýíç ìïõ óôïõò ãïíåßò ìïõ ãéá ôçí äéáñêÞ
ôïõò õðïóôÞñéîç, ðïõ åðÝôñåøå ôçí åðéôõ÷Þ äéåêðåñáßùóç ôùí óðïõäþí ìïõ. ÔÝëïò èÝëù íá
åõ÷áñéóôÞóù ôïõò ößëïõò êáé óõíáäÝëöïõò ìïõ ãéá ôá üìïñöá öïéôçôéêÜ ÷ñüíéá ðïõ ðåñÜóáìå
ìáæß.
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ÊåöÜëáéï 1

ÅéóáãùãÞ

1.1 Óêïðüò ôçò åñãáóßáò

Óêïðüò ôçò ðáñïýóáò åñãáóßáò åßíáé áöåíüò ç ó÷åäßáóç ìßáò áðëÞò ãëþóóáò õøçëïý åðéðÝäïõ
êáèáñïý óõíáñôçóéáêïý ðñïãñáììáôéóìïý ìå õðïóôÞñéîç ãéá ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò,
êáé áöåôÝñïõ ç õëïðïßçóç åíüò ìåôáãëùôôéóôÞ ãéá ôç ãëþóóá áõôÞ ðïõ èá ðáñÜãåé êþäéêá
ãéá ìßá ãëþóóá åíäéÜìåóïõ åðéðÝäïõ êáôÜëëçëç ãéá äçìéïõñãßá ðéóôïðïéçìÝíùí åêôåëÝóéìùí.

Ìå ôïí üñï ðñïãñáììáôéóìüò ìå áðïäåßîåéò, åííïïýìå óôç óõãêåêñéìÝíç åñãáóßá ôçí äç-
ìéïõñãßá êþäéêá ðïõ ðåñéëáìâÜíåé ìßá ðåñéãñáöÞ ìÝóù ëïãéêþí ðñïôÜóåùí ôùí óõíèçêþí ãéá
ôç ìåñéêÞ ïñèüôçôá áõôïý, äçëáäÞ ìßá ðñïäéáãñáöÞ ãéá ôïí êþäéêá, êáèþò êáé êáôÜëëçëùí
âïçèçôéêþí óôïé÷åßùí þóôå íá åßíáé äõíáôÞ ç äçìéïõñãßá ìßáò ðëÞñïõò ëïãéêÞò áðüäåéîçò ôçò
éó÷ýïò ôùí êáèïñéóìÝíùí óõíèçêþí. Ùò ðéóôïðïéçìÝíï åêôåëÝóéìï ïñßæïõìå Ýíá åêôåëÝóéìï
ðñüãñáììá, ðïõ óõíïäåýåôáé áðü Ýíá óýíïëï éäéïôÞôùí êáèþò êáé ôçí ðëÞñç áðüäåéîç ôùí
éäéïôÞôùí áõôþí. ÅðïìÝíùò, åÜí ôáõôßóïõìå ôï óýíïëï éäéïôÞôùí ìå ôéò ðñïäéáãñáöÝò ôïõ
áñ÷éêïý ðñïãñÜììáôïò, ôï ðéóôïðïéçìÝíï åêôåëÝóéìï ðïõ ìðïñåß íá ðñïêýøåé áðü ìßá ãëþóóá
ðïõ õðïóôçñßæåé ôïí ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò, èá ðåñéëáìâÜíåé, ðÝñá áðü ôïí åêôåëÝóéìï
êþäéêá, ôüóï ôçí ðåñéãñáöÞ üóï êáé ôçí áðüäåéîç ôçò ìåñéêÞò ïñèüôçôáò ôïõ êþäéêá áõôïý.
¸ôóé ðñéí áðü ôçí åêôÝëåóç ôïõ êþäéêá, ìðïñåß íá äéáðéóôùèåß ìå ìç÷áíéóôéêü êáé áðïäïôéêü
ôñüðï ç ìåñéêÞ ïñèüôçôá áõôïý.

Ç Ýìöáóç óôç ó÷åäßáóç ôçò ãëþóóáò õøçëïý åðéðÝäïõ äßíåôáé óôçí åõ÷ñçóôßá êáé öéëéêü-
ôçôá ðñïò ôïí ìÝóï ðñïãñáììáôéóôÞ, ðáñÜ óôçí åêöñáóôéêÞ äõíáôüôçôá ôçò ãëþóóáò. Óêïðüò
åßíáé ç ãëþóóá íá åßíáé üóï ôï äõíáôüí ðéï êïíôÜ óôéò õðÜñ÷ïõóåò óõíáñôçóéáêÝò ãëþóóåò,
ìå åýêïëá êáôáíïçôÝò åðåêôÜóåéò ãéá ôçí åíóùìÜôùóç ôùí ðñïäéáãñáöþí ôïõ êþäéêá ìÝóá
óå áõôüí, êáé ôá óôïé÷åßá ðïõ ðñÝðåé íá äþóåé ï ðñïãñáììáôéóôÞò ãéá ôçí äéáäéêáóßá ôçò
ðáñáãùãÞò ôùí áðïäåßîåùí ôùí ðñïäéáãñáöþí íá åßíáé ôá åëÜ÷éóôá äõíáôÜ.

1.2 Ðáñáêßíçóç ãéá ôçí åñãáóßá

Óôç óçìåñéíÞ åðï÷Þ, ç áíÜãêç ãéá áîéüðéóôï êáé ðéóôïðïéçìÝíá áóöáëÞ êþäéêá ãßíåôáé äéáñêþò
åõñýôåñá áíôéëçðôÞ. Ôüóï êáôÜ ôï ðáñåëèüí üóï êáé ðñüóöáôá Ý÷ïõí ãßíåé ãíùóôÜ ðñïâëÞ-
ìáôá áóöÜëåéáò êáé óõìâáôüôçôáò ðñïãñáììÜôùí ðïõ åß÷áí ùò áðïôÝëåóìá ðñïâëÞìáôá óôçí
ëåéôïõñãßá ìåãÜëùí óõóôçìÜôùí êáé óõíåðþò ïéêïíïìéêÝò åðéðôþóåéò óôïõò ïñãáíéóìïýò ðïõ
ôá ÷ñçóéìïðïéïýóáí.

Ç Ýííïéá ôçò áóöÜëåéáò åßíáé áëëçëÝíäåôç ìå ôçí Ýííïéá ôçò ïñèüôçôáò ôïõ êþäéêá, áöïý
êþäéêáò ðïõ åßíáé ïñèüò âÜóåé åíüò êáôÜëëçëá ïñéóìÝíïõ óõíüëïõ åðéôñåðôþí ëåéôïõñãéþí,
äåí ìðïñåß íá åêôåëÝóåé ëåéôïõñãßåò ðïõ äåí åßíáé áóöáëåßò. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ç ëÞøç óôïé÷åßïõ
áðü ðßíáêá åßíáé Ýíá ôõðéêü ðáñÜäåéãìá áíáóöáëïýò ëåéôïõñãßáò, äéüôé õðÜñ÷åé ç ðéèáíüôçôá
íá æçôåßôáé óôïé÷åßï ìå äåßêôç ìåãáëýôåñï áðü ôï ìÝãåèïò ôïõ ðßíáêá. ÅÜí ç ìïíáäéêÞ óôïé-
÷åéþäçò ëåéôïõñãßá ãéá ôç ëÞøç óôïé÷åßïõ áðü ðßíáêá ìðïñåß íá åêôåëåóôåß ìüíïí åÜí ï äåßêôçò
ôïõ óôïé÷åßïõ ðïõ æçôåßôáé åßíáé ìéêñüôåñïò áðü ôï ìÝãåèïò ôïõ ðßíáêá, ôüôå Ýíá ôìÞìá ïñèïý
êþäéêá èá åßíáé êáé áóöáëÝò ùò ðñïò áõôÞ ôç ëåéôïõñãßá, áöïý ç ðéèáíüôçôá ãéá áíáóöáëÞ

17



ëåéôïõñãßá áðïêëåßåôáé.
Ìðïñïýìå íá äïýìå ôïí êþäéêá óå ìßá óõìâáôéêÞ ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý ùò Ýíá óý-

íïëï áðü ìéêñÜ áíåîÜñôçôá ôìÞìáôá (óõíáñôÞóåéò, êëÜóåéò, óõíèåôÞìáôá, ê.ëð.), ôá ïðïßá
óõíåñãÜæïíôáé ìåôáîý ôïõò ìÝóù äéáðñïóùðåéþí ðïõ ïñßæïõí ôï ðñùôüêïëëï äéáëåéôïõñãßáò.
Ç óçìáóéïëïãßá áõôþí ôùí ôìçìÜôùí êáèïñßæåôáé óõíÞèùò ìå Üôõðï ôñüðï êáé Ýôóé äåí ìðï-
ñåß íá äéáðéóôùèåß ìå êÜðïéá ìç÷áíéóôéêÞ äéáäéêáóßá åÜí ãßíåôáé ïñèÞ ÷ñÞóç áõôþí êáé êáôÜ
ðüóïí áõôÜ óõìöùíïýí ìå ôçí åðéèõìçôÞ óçìáóéïëïãßá. Êáé ôá äýï èÝìáôá áõôÜ åíáðüêåéíôáé
óôïí åêÜóôïôå ðñïãñáììáôéóôÞ.

ÅðïìÝíùò åÜí ìáæß ìå ôá áíåîÜñôçôá ôìÞìáôá äßíïõìå ìå êÜðïéïí ôñüðï ìßá ðñïäéáãñáöÞ
ôçò ïñèÞò ÷ñÞóçò êáé ôùí åðéèõìçôþí áðïôåëåóìÜôùí ôïõò êáé åÜí õðÜñ÷åé ìßá ìç÷áíéóôéêÞ
äéáäéêáóßá ðïõ ðéóôïðïéåß üôé êáé ôá ôìÞìáôá áõôÜ åßíáé óýìöùíá ìå ôçí ðñïäéáãñáöÞ ôïõò êáé
üôé ç ÷ñÞóç ôïõò ãßíåôáé óýìöùíá ìå ôéò ðñïäéáãñáöÝò áõôÝò, Ý÷ïõìå åðéôý÷åé ôçí Ýííïéá ôïõ
áóöáëïýò êþäéêá. ÌÜëéóôá õðÜñ÷ïõí Þäç ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý ðïõ åíóùìáôþíïõí áõôÞ
ôçí éäÝá, ìå ôç ìïñöÞ ôïõ `ó÷åäéáóìïý ìå óõìâüëáéá' (design by contract), ðïõ ðåñéëáìâÜíåé
ôéò Ýííïéåò ôùí ðñï- êáé ìåôá-óõíèçêþí óôçí êëÞóç óõíáñôÞóåùí, ôùí áíáëëïßùôùí óõíèçêþí
âñü÷ùí êáé ôùí ôïðéêþí ìåôáâëçôþí, êáé Üëëåò. Ç ðéï äéáäåäïìÝíç áðü ôéò ãëþóóåò áõôÝò
åßíáé ç Ei�el. Ôï áñíçôéêü ôùí ãëùóóþí áõôþí åßíáé üôé ï Ýëåã÷ïò ôùí ðñïäéáãñáöþí ãßíåôáé
êáôÜ ôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò, ìå áðïôÝëåóìá íá õðÜñ÷åé óçìáíôéêü êüóôïò óôçí áðüäïóç ôïõ
ôåëéêïý åêôåëÝóéìïõ êþäéêá.

ÂÜóåé ðñüóöáôçò Ýñåõíáò ðñïêýðôåé, üôé, áí êáé áðïôåëåß áñêåôÜ öéëüäïîï ó÷Ýäéï, õðÜñ-
÷åé ìßá åíáëëáêôéêÞ ðñïóÝããéóç ãéá ôç ëýóç ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ ðñïâëÞìáôïò, ç ïðïßá äåí
Ý÷åé êáìßá áñíçôéêÞ åðßðôùóç óôçí áðüäïóç ôïõ ôåëéêïý åêôåëÝóéìïõ êþäéêá. ÁõôÞ åßíáé ç
ðñïóÝããéóç ðïõ ïíïìÜæïõìå ðñïãñáììáôéóìüò ìå áðïäåßîåéò. ÓõãêåêñéìÝíá, Ý÷ïõí ðñïêýøåé
ìßá ðëåéÜäá áðü ôõðï-èåùñçôéêÜ ãåíéêÜ ðëáßóéá, ìå ôç ÷ñÞóç ôùí ïðïßùí ãßíåôáé äõíáôÞ ç
áíáðáñÜóôáóç ìå ôõðéêü ôñüðï ðïëýðëïêùí ðñïôÜóåùí êáé ôùí áðïäåßîåþí ôïõò óå ãëþó-
óåò ÷áìçëïý åðéðÝäïõ (åíäéÜìåóåò Þ óõìâïëéêÝò) ìå éó÷õñÜ óõóôÞìáôá ôýðùí. Óå ìéá ôÝôïéá
ãëþóóá, Ýíá áñ÷åßï ðéóôïðïéçìÝíïõ êþäéêá åßíáé áðëÜ Ýíá ðñüãñáììá, ôïõ ïðïßïõ ï ôýðïò
ðáñÝ÷åé ìéá óõëëïãÞ áðü éäéüôçôåò ðïõ ôï ðñüãñáììá éêáíïðïéåß. Ï åëåãêôÞò ôýðùí ôçò
ãëþóóáò ìðïñåß óôáôéêÜ êáé ó÷åôéêÜ åýêïëá íá áðïêñßíåôáé ãéá ôï áí Ýíá äåäïìÝíï áñ÷åßï
åßíáé óõíåðÝò êáé, óôçí ðåñßðôùóç ðïõ åßíáé, ôï ðñüãñáììá ìðïñåß åí óõíå÷åßá íá åêôåëåóôåß
÷ùñßò åðéðëÝïí åðéâÜñõíóç óôçí áðüäïóç. ¸íá áðü ôá ãåíéêÜ ðëáßóéá áõôÜ åßíáé ôï FLINT
(âë. Shao et al. (2002)), êáèþò êáé ç ðáñáëëáãÞ ôïõ NFLINT ðïõ Ý÷åé áíáðôõ÷èåß óôï Åñ-
ãáóôÞñéï Ôå÷íïëïãßáò Ëïãéóìéêïý ôïõ ÅÌÐ. Óå óýíäåóç ìå ôá ðáñáðÜíù, ïé ðñïäéáãñáöÝò
ìðïñïýí íá ïñéóôïýí ùò óýíïëï ëïãéêþí ðñïôÜóåùí åíüò ôÝôïéïõ ðëáéóßïõ, åíþ ç áðüäåéîç
ôçò ôÞñçóçò ôçò ðñïäéáãñáöÞò ðñÝðåé íá äßíåôáé ìáæß ìå ôï ðñüãñáììá. Ç ðéóôïðïßçóÞ ôçò
äå, êáé Üñá ç ðéóôïðïßçóç ôçò ïñèüôçôáò ôïõ ðñïãñÜììáôïò, åßíáé ìßá ìç÷áíéóôéêÞ äéáäéêáóßá
ðïõ äåí åðéâáñýíåé ôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò ôïõ ðñïãñÜììáôïò.

Ç ðáñáêßíçóç ãéá ôç óõãêåêñéìÝíç åñãáóßá åßíáé íá åîåôÜóïõìå ôçí ðñïóÝããéóç áõôÞ
ãéá ôç äçìéïõñãßá ðéóôïðïéçìÝíá ïñèïý êþäéêá. Ìáò åíäéáöÝñåé íá äéåñåõíÞóïõìå êáôÜ ðü-
óïí åßíáé äõíáôüí íá ó÷åäéáóôåß ìßá ãëþóóá ðïõ åíþ åßíáé êïíôÜ óôç óõíÞèç ðñáêôéêÞ ôïõ
ðñïãñáììáôéóìïý êáé äåí áíáãêÜæåé ôïí ðñïãñáììáôéóôÞ íá áó÷ïëåßôáé ìå ôçí äýóêïëç äéá-
äéêáóßá ôçò áðüäåéîçò ôõðéêþí ðñïôÜóåùí, íá Ý÷åé ôç äõíáôüôçôá íá ðáñÜãåé ðéóôïðïéçìÝíï
êþäéêá ãéá Ýíá óýóôçìá üðùò ôï NFLINT, óýìöùíï ìå ôéò ðñïäéáãñáöÝò ðïõ äßíïíôáé.

1.3 Óýíïøç ôçò åñãáóßáò

Ç äïìÞ ôùí êåöáëáßùí ðïõ áêïëïõèïýí åßíáé ç åîÞò:

ÊåöÜëáéï 2. Óôï êåöÜëáéï áõôü ðáñïõóéÜæïíôáé äéÜöïñåò ãëþóóåò ðïõ Ý÷ïõí Þäç ðñïôáèåß
êáé õðïóôçñßæïõí ôïí ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò.

ÊåöÜëáéï 3. Óôï êåöÜëáéï áõôü ðáñïõóéÜæåôáé ç ãëþóóá ðïõ ó÷åäéÜóáìå, äßíåôáé ç óý-
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íôáîÞ ôçò, êáé ðáñÝ÷ïíôáé ðáñáäåßãìáôá. Åðéóçìáßíïõìå äéáöïñÝò ìå ôéò ãëþóóåò ôïõ
ðñïçãïýìåíïõ êåöáëáßïõ.

ÊåöÜëáéï 4. Óôï êåöÜëáéï áõôü äßíïíôáé ïé êáíüíåò ôýðùí ôçò ãëþóóáò êáèþò êáé ç óçìá-
óéïëïãßá ôçò.

ÊåöÜëáéï 5. Åäþ ðáñïõóéÜæïõìå ôçí ãëþóóá ôýðùí êáèþò êáé ôçí ãëþóóá õðïëïãéóìþí
ôçò åíäéÜìåóçò ãëþóóáò NFLINT ãéá ðéóôïðïéçìÝíá åêôåëÝóéìá.

ÊåöÜëáéï 6. Åäþ ïñßæïõìå ôç äéáäéêáóßá ìåôÜöñáóçò áðü ôçí õøçëïý åðéðÝäïõ ãëþóóá óôçí
åíäéÜìåóç ãëþóóá NFLINT, êáèþò êáé ôïí ôñüðï ðïõ ëåéôïõñãåß ôï õðïóýóôçìá ðáñá-
ãùãÞò áðïäåßîåùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáôÜ ôç äéáäéêáóßá ìåôÜöñáóçò.

ÊåöÜëáéï 7. ÓõìðåñÜóìáôá ðïõ ðñïêýðôïõí áðü ôçí åñãáóßá êáé êáôåõèýíóåéò ãéá ìåëëï-
íôéêÞ Ýñåõíá.
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ÊåöÜëáéï 2

Ðñïãñáììáôéóìüò ìå áðïäåßîåéò

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ãßíåé ìßá áíáóêüðçóç óå êÜðïéåò õðÜñ÷ïõóåò ãëþóóåò õøçëïý åðé-
ðÝäïõ ðïõ õðïóôçñßæïõí ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò. Ç ðáñïõóßáóç ôùí ãëùóóþí åßíáé
ðåñéëçðôéêÞ êáé õðïèÝôïõìå üôé ï áíáãíþóôçò Ý÷åé ãíþóç ôùí åííïéþí ôïõ óõíáñôçóéáêïý
ðñïãñáììáôéóìïý, ðñïôéìüôåñá ìÝóá áðü ôéò ãëþóóåò Haskell êáé ML.

Ðñéí ðñï÷ùñÞóïõìå óôçí ðáñïõóßáóç ôùí ãëùóóþí èá êÜíïõìå ìßá åéóáãùãÞ óôçí Ýííïéá
ôùí åîáñôþìåíùí ôýðùí (dependent types), äéüôé åßíáé âáóéêÞ ãéá ôçí êáôáíüçóç ôùí ãëùóóþí
áõôþí êáé äåí åßíáé åõñÝùò äéáäåäïìÝíç óôéò óõíáñôçóéáêÝò ãëþóóåò ðïõ âñßóêïíôáé óå ÷ñÞóç.

2.1 Åîáñôþìåíïé ôýðïé

Ç Ýííïéá ôïõ ðïëõìïñöéóìïý åßíáé åõñÝùò äéáäåäïìÝíç ôüóï óôéò óõíáñôçóéáêÝò üóï êáé óôéò
áíôéêåéìåíïóôñáöåßò ãëþóóåò. Ìßá ðïëõìïñöéêÞ äÞëùóç ôýðïõ äåäïìÝíùí Þ óõíÜñôçóçò åðé-
ôñÝðåé ôçí ÷ñÞóç ôçò ãéá ðïëëáðëïýò ôýðïõò äåäïìÝíùí. ¸ôóé, åßíáé äõíáôüí íá ïñßóïõìå,
ãéá ðáñÜäåéãìá, ìüíïí Ýíá ôýðï äåäïìÝíùí ãéá ôéò ëßóôåò êáé ìüíï ìßá öïñÜ ôéò óôïé÷åéþäåéò
ðñÜîåéò ãéá áõôÝò, êáé íá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ôéò äçëþóåéò áõôÝò ãéá ëßóôåò êÜèå ôýðïõ { ëßóôåò
áêåñáßùí, ëßóôåò ÷áñáêôÞñùí, ëßóôåò áðü ëßóôåò áêåñáßùí, ê.ï.ê. Óôéò áíôéêåéìåíïóôñáöåßò
ãëþóóåò áõôÞ ç äõíáôüôçôá åìöáíßæåôáé ìå ôç ìïñöÞ ôùí templates (C++) êáé ôùí generics
(Java, C#).

Ìßá ôÝôïéá ðïëõìïñöéêÞ äÞëùóç ôýðïõ äåäïìÝíùí ðáñÜãåé Ýíáí êáôáóêåõáóôÞ ôýðùí, ðïõ
äåäïìÝíùí ôùí ðáñáìÝôñùí ôýðùí êáôáóêåõÜæåé Ýíá óõãêåêñéìÝíï ôýðï äåäïìÝíùí ôçò ãëþó-
óáò. ¸÷ïõìå Ýôóé Ýíá óôïé÷åßï ôïõ åðéðÝäïõ ôùí ôýðùí (ôïí êáôáóêåõáóôÞ) ðïõ åîáñôÜôáé
áðü ôýðïõò. Ç åîÜñôçóç ôýðïõ áðü ôýðïõò åßíáé åðïìÝíùò ìßá ãíùóôÞ Ýííïéá. Ç Ýííïéá ôùí
åîáñôþìåíùí ôýðùí (dependent types) åßíáé ç åðÝêôáóç áõôÞò ôçò åîÜñôçóçò, þóôå íá åðé-
ôñÝøïõìå åîÜñôçóç ôýðïõ áðü üñïõò ôçò ãëþóóáò. ¸ôóé ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå êáôáóêåõáóôÝò
ôýðùí ðïõ äÝ÷ïíôáé ùò ðáñÜìåôñï ôéìÝò ôçò åêÜóôïôå ãëþóóáò.

Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ ðñïêýðôåé Ýíá óýóôçìá ôýðùí ìå ìåãÜëç åêöñáóôéêÞ äõíáôüôçôá,
êõñßùò åðåéäÞ ìðïñïýìå íá äçìéïõñãÞóïõìå ðïëý ðéï \åêëåðôõóìÝíïõò" ôýðïõò. Ìðïñïýìå
ãéá ðáñÜäåéãìá íá ïñßóïõìå ôýðïõò ãéá ëßóôåò áêåñáßùí óõãêåêñéìÝíïõ ìÞêïõò, Þ îå÷ùñé-
óôïýò ôýðïõò áêåñáßùí ãéá êÜèå áêÝñáéï áñéèìü { êáé Ýôóé íá äéá÷ùñßóïõìå óôï åðßðåäï ôùí
ôýðùí äýï áêÝñáéåò óôáèåñÝò. Ç åêëÝðôõíóç ôùí ôýðùí åßíáé äõíáôÞ êáé ãéá ôéò óõíáñôÞóåéò:
ãéá ðáñÜäåéãìá ìßá óõíÜñôçóç ìðïñåß íá äÝ÷åôáé ùò ðáñÜìåôñï ìßá ëßóôá ìÞêïõò ν êáé ìßá
ëßóôá ìÞêïõò µ êáé íá åðéóôñÝöåé ùò áðïôÝëåóìá ìßá ëßóôá ìÞêïõò ν + µ. ¸íáò ôÝôïéïò
ôýðïò óõíÜñôçóçò èá Þôáí êáôÜëëçëïò ãéá ôç óõíÜñôçóç óõíÝíùóçò äýï ëéóôþí, êáé ìÜëéóôá
êáëýôåñïò (ðéï ëåðôïìåñÞò) áðü ôï óõíçèéóìÝíï ôýðï ôçò óõãêåêñéìÝíçò óõíÜñôçóçò.

ÅðéôñÝðïíôáò ôçí åîÜñôçóç ôýðùí áðü ôéìÝò ôçò åêÜóôïôå ãëþóóáò ðñïãñáììáôéóìïý áäéá-
êñßôùò, ðñïêýðôåé Ýíá óçìáíôéêü ðñüâëçìá: ï Ýëåã÷ïò ôýðùí ôçò ãëþóóáò ðñïãñáììáôéóìïý
ðáýåé íá åßíáé áðïêñßóéìï ðñüâëçìá. Áõôü åßíáé öõóéêü åðáêüëïõèï ôïõ ãåãïíüôïò üôé óôç
ãåíéêÞ ðåñßðôùóç ç áðïôßìçóç ìßáò Ýêöñáóçò ìßáò õðïëïãéóôéêÜ ðëÞñïõò ãëþóóáò äåí åßíáé
áðáñáßôçôï íá ôåñìáôßæåé. ¸ôóé, êáôÜ ôïí Ýëåã÷ï ôýðùí, üôáí ðñïêýøåé áðáßôçóç éóüôçôáò
ìåôáîý äýï ôýðùí, åÜí áõôïß åîáñôþíôáé áðü åêöñÜóåéò, áõôÝò ðñÝðåé íá áðïôéìçèïýí ðëÞñùò
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ãéá íá åëåã÷èïýí ùò ðñïò ôçí éóüôçôá { êáé ç áðïôßìçóç áõôÞ ìðïñåß íá ìçí ôåñìáôßæåé.
Óôéò ãëþóóåò ðïõ èá äïýìå ðáñáêÜôù ïé åîáñôþìåíïé ôýðïé Ý÷ïõí âáóéêü ñüëï. Óå êÜðïéåò

áðü áõôÝò ôï ðñüâëçìá ôçò ìç áðïêñéóéìüôçôáò ôïõ åëÝã÷ïõ ôýðùí Ý÷åé áíôéìåôùðéóôåß ìå
ôñüðïõò ðïõ èá äïýìå êáôÜ ôçí ðáñïõóßáóç ôçò êÜèå ãëþóóáò.

2.2 Cayenne

Ç Cayenne Ý÷åé áíáðôõ÷èåß áðü ôïí Lennart Augustsson óôï Chalmers University of Tech-
nology óôï G�oteborg ôçò Óïõçäßáò [Augu98]. Åßíáé ìßá êáèáñÞ óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá ðïõ
õðïóôçñßæåé åîáñôþìåíïõò ôýðïõò. ÅðåéäÞ åðéôñÝðåôáé áäéÜêñéôç ÷ñÞóç ôéìþí ôçò ãëþóóáò
óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí, ï Ýëåã÷ïò ôýðùí ôçò ãëþóóáò åßíáé üðùò áíáìÝíïõìå, ìç áðïêñßóéìç
äéáäéêáóßá.

Ç Cayenne åßíáé ðïëý êïíôÜ óôçí Haskell. Ïé ôýðïé áðïôåëïýí áíôéêåßìåíá ðñþôçò ôÜîçò,
äçëáäÞ ïé ôýðïé ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí ùò ôéìÝò. Äåí õðÜñ÷åé äéÜêñéóç ìåôáîý ôýðùí
êáé ôéìþí óôï óõíôáêôéêü åðßðåäï ôçò ãëþóóáò, êáé Ýôóé ï ÷åéñéóìüò ôùí ôýðùí êáé ôùí ôéìþí
åßíáé ï ßäéïò: ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé óôéò äýï ðåñéðôþóåéò ç áíáäñïìÞ êáé ôï ôáßñéáóìá ðñïôýðùí
(pattern matching). Ï ôýðïò ôùí ôýðùí óõìâïëßæåôáé ùò \#".

Ïé ôýðïé ôçò Cayenne åßíáé áñêåôÜ åêöñáóôéêïß þóôå íá ìðïñïýìå íá êùäéêïðïéÞóïõìå
ðñïôÜóåéò ôçò êáôáóêåõáóôéêÞò êáôçãïñçìáôéêÞò ëïãéêÞò ùò ôýðïõò ôçò ãëþóóáò, ìÝóù ôïõ
éóïìïñöéóìïý Curry-Howard. Åðßóçò Ýíáò üñïò ôçò ãëþóóáò ìå Ýíáí óõãêåêñéìÝíï ôýðï,
åßíáé êùäéêïðïßçóç ôçò ëïãéêÞò áðüäåéîçò ôçò ðñüôáóçò óôçí ïðïßá áõôüò ï ôýðïò áíôéóôïé÷åß.
Ï éóïìïñöéóìüò áõôüò, äçëáäÞ ç éóïäõíáìßá ìåôáîý ôýðùí êáé ëïãéêþí ðñïôÜóåùí, êáèþò
êáé üñùí êáé áðïäåßîåùí, åßíáé Ýíá åõñÝùò ãíùóôü ãåíéêü áðïôÝëåóìá ãéá ôéò ãëþóóåò ìå
åîáñôþìåíïõò ôýðïõò. Áò äïýìå ðþò áõôÞ ç êùäéêïðïßçóç åßíáé äõíáôÞ óôçí Cayenne.

Ç ðÜíôá áëçèÞò ðñüôáóç (óôáèåñÜ >) êùäéêïðïéåßôáé ùò ïðïéïóäÞðïôå ôýðïò Ý÷åé ìüíï
Ýíáí êáôáóêåõáóôÞ ÷ùñßò ðáñáìÝôñïõò. Ôï ëïãéêü ðáñÜäïîï (óôáèåñÜ ⊥) êùäéêïðïéåßôáé ùò
Ýíáò êåíüò ôýðïò (ïðüôå äåí ìðïñïýí íá äçìéïõñãçèïýí üñïé ìå ôýðï ôï ëïãéêü ðáñÜäïîï {
äåí õðÜñ÷åé áðüäåéîç åíüò ðáñáäüîïõ óå ìßá óõíåðÞ ëïãéêÞ). Ç ëïãéêÞ óýæåõîç áíáðáñßóôáôáé
ùò ï ôýðïò ôùí æåõãþí (ôýðïò ãéíïìÝíïõ), åíþ ç ëïãéêÞ äéÜæåõîç ùò ôýðïò áèñïßóìáôïò {
äçëáäÞ Ýíáò ôýðïò ðïõ ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß áðü óôïé÷åßá êáèåíüò áðü äýï ôýðïõò. Ç
ëïãéêÞ óõíåðáãùãÞ \Á óõíåðÜãåôáé Â" (A → B) áíáðáñßóôáôáé ùò ôýðïò óõíÜñôçóçò áðü
ôïí ôýðï ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï Á ðñïò ôïí ôýðï ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï Â. Ç ëïãéêÞ Üñíçóç
ôïõ Á óôçí êáôáóêåõáóôéêÞ ëïãéêÞ åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç ëïãéêÞ óõíåðáãùãÞ A → ⊥. Ï
êáèïëéêüò ðïóïäåßêôçò áíáðáñßóôáôáé ùò ôýðïò åîáñôþìåíçò óõíÜñôçóçò, üðïõ ï ôýðïò ôïõ
áðïôåëÝóìáôïò ôçò óõíÜñôçóçò åîáñôÜôáé áðü ôïí ôýðï ôïõ ïñßóìáôïò áõôÞò. Ðáñüìïéá ï
õðáñîéáêüò ðïóïäåßêôçò áíáðáñßóôáôáé ùò ôýðïò éó÷õñïý áèñïßóìáôïò (strong-sum type),
ï ïðïßïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ôéò åããñáöÝò (records) ôçò ãëþóóáò, êáé åðéôñÝðåé åîÜñôçóç
ôïõ ôýðïõ åíüò óôïé÷åßïõ ôçò åããñáöÞò áðü ôïí ôýðï ðñïçãïõìÝíùí óôïé÷åßùí áõôÞò. Ç
êùäéêïðïßçóç áõôÞ öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 2.1.

ÂÜóåé áõôþí åßíáé öáíåñü üôé ç Cayenne Ý÷åé Ýíá óýóôçìá ôýðùí áñêåôÜ åêöñáóôéêü þóôå
íá áíáðáñáóôÞóïõìå ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò êáèþò êáé ôéò áðïäåßîåéò áõôþí ìÝóá óôç ãëþóóá, êÜôé
ðïõ ôçí êÜíåé êáôÜëëçëç ãéá ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò. Ìðïñïýìå Ýôóé ãéá ðáñÜäåéãìá íá
ïñßóïõìå ôï êáôçãüñçìá ìåãáëýôåñï-ßóï ãéá áêÝñáéïõò áñéèìïýò, êáé íá ôï ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå
þóôå íá áðáéôÞóïõìå ìßá áêÝñáéá ðáñÜìåôñï ìéáò óõíÜñôçóçò íá åßíáé ìåãáëýôåñç áðü ìßá
áêÝñáéá óôáèåñÜ:

example :: (x :: Int) -> (GreaterThan x 0) -> Int

Ç ðáñÜìåôñïò ôýðïõ GreaterThan x 0 èá åßíáé ïõóéáóôéêÜ ìßá áðüäåéîç ôçò éó÷ýïò ôçò
óõíèÞêçò áõôÞò.

Åíþ ç Cayenne ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò, êñßíåôáé
áêáôÜëëçëç ãéá áõôü ôï óêïðü ãéá ôïõò åîÞò ëüãïõò: êáô'áñ÷Üò ï Ýëåã÷ïò ôýðùí åßíáé ìç
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ÕðïèÝôïõìå ôïõò ïñéóìïýò ôýðùí:
data Truth = truth
data Absurd =
data Either x y = Left x | Right y
data Pair x y = MkPair x y

ÊáôçãïñçìáôéêÞ ëïãéêÞ Ôýðïò Cayenne
> Truth
⊥ Absurd
x ∨ y Either x y
x ∧ y Pair x y
¬x x -> Absurd
x→ y x -> y
∀x ∈ A.P (x) (x :: A) -> P(x)
∃x ∈ A.P (x) {x :: A, y :: P(x)}

Ó÷Þìá 2.1: Êùäéêïðïßçóç ôçò êáôçãïñçìáôéêÞò ëïãéêÞò ùò ôýðïé Cayenne.

áðïêñßóéìïò, ïðüôå ç äéáäéêáóßá ôçò ìåôáãëþôôéóçò ìðïñåß íá ìçí ôåñìáôßæåôáé. ÊáôÜ äåý-
ôåñïí ï ðñïãñáììáôéóôÞò ðñÝðåé íá êáôáóêåõÜæåé ðëÞñùò ôïõò üñïõò ôùí áðïäåßîåùí, êÜôé
ðïõ åßíáé éäéáßôåñá ðïëýðëïêï óôéò ðåñéóóüôåñåò ðåñéðôþóåéò. Ôñßôïí ïé áðïäåßîåéò åßíáé ôé-
ìÝò ôçò ãëþóóáò åðïìÝíùò ç êáôáóêåõÞ êáé ÷ñÞóç ôïõò ìÝóá óôéò óõíáñôÞóåéò åðéâáñýíåé
ôçí áðüäïóç ôïõ ôåëéêïý ðñïãñÜììáôïò óôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò. Ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ áõôÜ åßíáé
óõíåðáãüìåíá ôïõ ãåãïíüôïò üôé ï ðñïãñáììáôéóìüò ìå áðïäåßîåéò äåí Þôáí Ýíáò áðü ôïõò
ó÷åäéáóôéêïýò óôü÷ïõò ôçò óõãêåêñéìÝíçò ãëþóóáò, áëëÜ öõóéêü åðáêüëïõèï ôçò õðïóôÞñé-
îçò ãéá åîáñôþìåíïõò ôýðïõò.

2.3 Ωmega

Ç Ωmega åßíáé ìßá óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá ðïõ áðïôåëåß åðÝêôáóç ôçò Haskell, ìå ôçí åîáß-
ñåóç üôé äåí õðïóôçñßæåé, üðùò ç Haskell, ôï óýóôçìá êëÜóåùí. ¸÷åé áíáðôõ÷èåß áðü ôïí
Tim Sheard [Shea05a, Shea05b, Shea04]. Åäþ èá åîåôÜóïõìå ìüíïí ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò
ãëþóóáò ðïõ ó÷åôßæïíôáé ìå ôïí ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò, êáé ü÷é Üëëá åíäéáöÝñïíôá
÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò, üðùò ãéá ðáñÜäåéãìá ôçí õðïóôÞñéîç ãéá ðïëëáðëÜ óôÜäéá ìåôÜöñáóçò.

Ç ðñþôç åðÝêôáóç ðïõ åéóÜãåé ç Ωmega áíáöÝñåôáé ùò åðåêôÜóéìï óýóôçìá åéäþí. Óå ìßá
óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá, ïé üñïé (ïé ôéìÝò) ôçò ãëþóóáò êáôçãïñéïðïéïýíôáé áðü ôýðïõò. Ïé
ôýðïé êáôçãïñéïðïéïýíôáé áðü ôá åßäç (kinds). ÕðÜñ÷åé Ýíá ðñïêáèïñéóìÝíï åßäïò, ðïõ åßíáé
ôï åßäïò ôùí ôýðùí ôçò ãëþóóáò. Óôçí Ωmega ôï åßäïò áõôü óõìâïëßæåôáé ùò ∗0, Üñá ãéá
ðáñÜäåéãìá ï ôýðïò ôùí áêåñáßùí Ý÷åé åßäïò ∗0 (Int : ∗0). Ç ãëþóóá õðïóôçñßæåé ìßá Üðåéñç
éåñáñ÷ßá ôÝôïéùí êáôçãïñéïðïéÞóåùí, Ýôóé ìå ôç óåéñÜ ôïõ ôï åßäïò ∗0 êáôçãïñéïðïéåßôáé áðü
ôï ∗1 ê.ï.ê. Ç åðåêôáóéìüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò åéäþí óôçí Ωmega óçìáßíåé üôé ìðïñåß ï
ðñïãñáììáôéóôÞò íá ïñßóåé äéêÜ ôïõ åßäç, ðïõ èá âñßóêïíôáé Ýôóé óôï ßäéï åðßðåäï ìå ôï åßäïò
ôùí ôýðùí ôçò ãëþóóáò { èá êáôçãïñéïðïéïýíôáé äçëáäÞ áðü ôï ∗1. Ôá åßäç áõôÜ ïñßæïíôáé
ðáñüìïéá ìå ôïõò áíáäñïìéêïýò ôýðùí äåäïìÝíùí. Ïé êáôáóêåõáóôÝò ðïõ ïñßæïíôáé åßíáé êáé
áõôïß ôýðïé (ìå åßäç äéáöïñåôéêÜ ôïõ ∗0). Åðßóçò õðÜñ÷åé õðïóôÞñéîç ãéá ïñéóìü óõíáñôÞóåùí
óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí. Ïñßæïíôáé ðáñüìïéá ìå ôéò êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò ôçò ãëþóóáò,
äçëáäÞ ìå ÷ñÞóç áíáäñïìÞò êáé ôáéñéÜóìáôïò ðñïôýðùí, áëëÜ ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò ðñÝðåé íá
åßíáé ðëÞñåéò (total).

Ç äåýôåñç åðÝêôáóç ðïõ åéóÜãåé ç Ωmega åßíáé ïé ãåíéêåõìÝíïé áëãåâñéêïß ôýðïé äåäïìÝ-
íùí (Generalized Algebraic Datatypes - GADTs), ïé ïðïßïé Ý÷ïõí ìßá ëåðôÞ äéáöïñÜ óå ó÷Ýóç
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ìå ôïõò áëãåâñéêïýò ôýðïõò äåäïìÝíùí ðïõ õðïóôçñßæïíôáé áðü ãëþóóåò üðùò ç Haskell êáé
ç ML. Ç äéáöïñÜ åßíáé üôé üôáí ïé áëãåâñéêïß ôýðïé äåäïìÝíùí åßíáé ðïëõìïñöéêïß ùò ðñïò
ðáñÜìåôñï ôýðïõ, ôüôå üëïé ïé êáôáóêåõáóôÝò ôïõ ôýðïõ ðáñÜãïõí óôéãìéüôõðá ôïõ ôýðïõ
ðïõ ïñßæïíôáé ìå ôéò ßäéåò ðáñáìÝôñïõò, åíþ ïé ãåíéêåõìÝíïé, áíáéñïýí áõôüí ôïí ðåñéïñéóìü.
Óå óõíäõáóìü ìå ôï ãåãïíüò üôé ìðïñïýìå íá Ý÷ïõìå ðïëõìïñöéêïýò ôýðïõò ìå åîÜñôçóç
áðü ôýðïõò ìå åßäïò äéáöïñåôéêü ôïõ ∗0, ðñïêýðôåé üôé óôçí Ωmega Ý÷ïõìå õðïóôÞñéîç ãéá
åîáñôþìåíïõò ôýðïõò (ìå ôïí ìç÷áíéóìü ôùí singleton ôýðùí ðïõ èá äïýìå ðáñáêÜôù), ÷ù-
ñßò üìùò íá Ý÷ïõìå åîÜñôçóç ôýðïõ áðü üñï ôçò ãëþóóáò. ¸÷ïõìå ìüíï åîÜñôçóç ôýðïõ
áðü ôýðï, áëëÜ ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ðïõ ðåñéãñÜøáìå Ýùò åäþ áñêïýí ãéá íá Ý÷ïõìå ôçí ßäéá
åêöñáóôéêüôçôá ìå Ýíá êáíïíéêü óýóôçìá åîáñôþìåíùí ôýðùí. ÅðéðëÝïí, åðéôõã÷Üíïõìå íá
äéáôçñÞóïõìå ôçí áðïêñéóéìüôçôá ôïõ åëÝã÷ïõ ôýðùí, äéüôé ç äéáäéêáóßá áðïôßìçóçò åêöñÜ-
óåùí óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí ôçò ãëþóóáò ôåñìáôßæåé ðÜíôá, áöïý Ý÷åé áðïêëåéóôåß ç ðåñßðôùóç
ôùí óõíáñôÞóåùí óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí ðïõ äåí ôåñìáôßæïõí ãéá êÜðïéåò åéóüäïõò. Ðáñüìïéá
ðñïóÝããéóç ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôéò ðåñéóóüôåñåò ãëþóóåò ðïõ åßíáé êáôÜëëçëåò ãéá ðñïãñáììá-
ôéóìü ìå áðïäåßîåéò.

Èá äïýìå ôþñá ðþò áõôÜ ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò Ωmega ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí
ãéá íá Ý÷ïõìå áðüäåéîç ôçò ìåñéêÞò ïñèüôçôáò ôïõ êþäéêá, ìÝóá áðü ðáñáäåßãìáôá. Ãéá
ôçí õðïóôÞñéîç åîáñôþìåíùí ôýðùí ìå ôç óõãêåêñéìÝíç ðñïóÝããéóç, åßíáé âáóéêÞ ç Ýííïéá
ôùí singleton ôýðùí (ôýðïé ìïíáäéáßïõ óôéãìéïôýðïõ). ÄåäïìÝíçò ìßáò ôéìÞò óôï åðßðåäï ôùí
ôéìþí, èÝëïõìå óõ÷íÜ íá ìéëÜìå ãéá ôçí ôéìÞ áõôÞ óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ãéá
íá áðáéôÞóïõìå óå ìßá óõíÜñôçóç ç ôéìÞ ìßáò áêÝñáéáò ðáñáìÝôñïõ ôçò íá åßíáé ìåãáëýôåñç ôïõ
ìçäåíüò, ðñÝðåé íá åêöñÜóïõìå óôïí ôýðï ôçò óõíÜñôçóçò (äçëáäÞ óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí)
ôçí áíéóïôéêÞ ó÷Ýóç, êáé óôç ó÷Ýóç áõôÞ, ÷ñåéáæüìáóôå ìßá áíáðáñÜóôáóç ôçò ôéìÞò ôçò
ðáñáìÝôñïõ óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí. ¸ôóé ìßá óõíÞèçò ðñáêôéêÞ åßíáé íá ïñßæïõìå Ýíá ðåäßï
üðùò ïé öõóéêïß áñéèìïß ôüóï óôï åðßðåäï ôùí ôéìþí (ìå ïñéóìü åíüò GADT), üóï êáé óôï
åðßðåäï ôùí ôýðùí (ìå áíáäñïìéêü ïñéóìü åíüò êáéíïýñéïõ åßäïõò). ÈÝëïõìå íá õðÜñ÷åé
óýíäåóç ìåôáîý ôùí äýï åðéðÝäùí, êáé ãéá áõôü ïñßæïõìå ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò óôï åðßðåäï
ôùí ôéìþí ùò åîáñôþìåíïõò áðü öõóéêïýò áñéèìïýò óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí. Ç êáôáíüçóç
åßíáé åõêïëüôåñç ìÝóù ðáñáäåßãìáôïò, âë. ó÷Þìá 2.2.

kind Nat =
TypeZero

| TypeSucc of Nat

data SNat :: Nat ~> *0 where
ValueZero :: SNat TypeZero
ValueSucc :: SNat x -> SNat (TypeSucc x)

Ó÷Þìá 2.2: Ïñéóìüò singleton ôýðïõ öõóéêþí áñéèìþí óôçí Ωmega.

Óôï ðáñÜäåéãìá áõôü, ôï óýìâïëï ~> åßíáé ï êáôáóêåõáóôÞò óõíáñôÞóåùí óôï åðßðåäï
ôùí åéäþí, åíþ ôï óýìâïëï -> åßíáé ï êáôáóêåõáóôÞò óõíáñôÞóåùí óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí
ôçò ãëþóóáò.

Ìðïñïýìå åðßóçò íá ïñßóïõìå ôç ó÷Ýóç \≤" ùò Ýíáí ôýðï ðïõ åîáñôÜôáé áðü äýï öõóé-
êïýò áñéèìïýò ôïõ åðéðÝäïõ ôùí ôýðùí êáé Ý÷åé ùò êáôáóêåõáóôÝò ôá áîéþìáôá ôçò ó÷Ýóçò
ìéêñüôåñï-ßóï: ∀ν.0 ≤ ν êáé ∀ν, µ.n ≤ m→ (Succ n) ≤ (Succ m). ¸íáò üñïò ìå ôýðï α ≤ β
èá åßíáé ïõóéáóôéêÜ áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò áõôÞò, áöïý èá åßíáé ìßá êáôÜëëçëç óýíèåóç ôùí
áîéùìÜôùí ôçò ó÷Ýóçò þóôå íá ðñïêýðôåé ôåëéêÜ ï óõãêåêñéìÝíïò ôýðïò. ¸ôóé óõíáíôÜìå
êáé ðÜëé ôïí éóïìïñöéóìü Curry-Howard. ÄåäïìÝíçò ôçò ó÷Ýóçò ìéêñüôåñï-ßóï, ìðïñïýìå
íá áðáéôÞóïõìå ìßá áêÝñáéá ðáñÜìåôñïò ìßá óõíÜñôçóçò íá åßíáé ìéêñüôåñç-ßóç ìéáò Üëëçò
áêÝñáéáò ôéìÞò, áðáéôþíôáò ìßá êáôÜëëçëç áðüäåéîç ôçò éó÷ýïò ôçò ó÷Ýóçò áõôÞò. Ïìïßùò
ìðïñïýìå íá äéáâåâáéþóïõìå üôé ç óõíÜñôçóç åðéóôñÝöåé áêÝñáéï ìéêñüôåñï-ßóï ìßáò áêÝñáéáò
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ôéìÞò, ðáñÝ÷ïíôáò ìßá áðüäåéîç ìå ôïí áíôßóôïé÷ï ôýðï. Óôï ó÷Þìá 2.3 öáßíåôáé Ýíá ôÝôïéï
ðáñÜäåéãìá, ìáæß ìå ôïí ïñéóìü ôçò ó÷Ýóçò ìéêñüôåñï-ßóï.

-- ïñéóìüò ôçò ó÷Ýóçò ìéêñüôåñï-ßóï ìåôáîý öõóéêþí
data LessEqual :: Nat ~> Nat ~> *0 where
LeBase :: LessEqual TypeZero x
LeStep :: LessEqual x y -> LessEqual (TypeSucc x) (TypeSucc y)

-- ðáñÜäåéãìá: áðüäåéîç üôé 1 ìéêñüôåñï ßóï ôïõ 2
le_1_2 :: LessEqual (TypeSucc (TypeZero)) (TypeSucc (TypeSucc (TypeZero)))
le_1_2 = LeStep (LeBase)

-- ôýðïò Covert: ãéá íá êñýâïõìå ôï üñéóìá åíüò åîáñôþìåíïõ
-- ôýðïõ. ÏõóéáóôéêÜ ôï ÷ñçóéìïðïéïýìå óôçí åðüìåíç óõíÜñôçóç
-- óôïí ôýðï åðéóôñïöÞò, áíôß ãéá õðáñîéáêü ôýðï, áöïý äåí
-- ìðïñïýìå óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí íá áíáðáñáóôÞóïõìå ôï
-- áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò.
data Covert :: (Nat ~> *0) ~> *0 where
Hide :: (t x) -> Covert t

-- óõíÜñôçóç ðñïçãïýìåíïõ : áöáéñåß 1 áðü ôï üñéóìá, áëëÜ áðáéôåß ôï
-- üñéóìá íá åßíáé ìåãáëýôåñï ôïõ ìçäåíüò
pred :: SNat n -> (LessEqual (TypeSucc TypeZero) n) -> Covert SNat
-- pred ValueZero prf = áäýíáôïí, äéüôé äåí ìðïñåß íá êáôáóêåõáóôåß
-- üñïò ìå ôýðï (LessEqual (TypeSucc TypeZero) (TypeZero))
pred (ValueSucc x) prf = x

Ó÷Þìá 2.3: ÐáñÜäåéãìá ïñéóìïý êáé ÷ñÞóçò ôçò ó÷Ýóçò ìéêñüôåñï-ßóï óôçí Ωmega.

ÂÜóåé áõôþí åßíáé öáíåñü üôé ç Ωmega ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ãéá ðñïãñáììáôéóìü ìå
áðïäåßîåéò. Ïé áðïäåßîåéò üðùò ðáñáôçñïýìå åßíáé óôï åðßðåäï ôùí ôéìþí, ïðüôå ç êáôáóêåõÞ
êáé ìåôá÷åßñéóÞ ôïõò åðéâáñýíåé ôçí áðüäïóç åêôÝëåóçò ôïõ ðñïãñÜììáôïò. ÅðåéäÞ äåí åðé-
ôñÝðåôáé åîÜñôçóç åßäïõò áðü åßäïò (õðü ôç ìïñöÞ, ãéá ðáñÜäåéãìá, ðïëõìïñöéêþí äçëþóåùí
åéäþí), äåí ìðïñïýìå íá áðïöýãïõìå êÜôé ôÝôïéï, ïñßæïíôáò ôéò ëïãéêÝò ó÷Ýóåéò/ðñïôÜóåéò
üðùò ôï ìéêñüôåñï-ßóï ìå êáôçãïñéïðïßçóç ∗1 (ïðüôå ïé üñïé ôùí áðïäåßîåùí èá Þôáí ôýðïé).
Ç ãëþóóá ùóôüóï Ý÷åé Ýíáí ìç÷áíéóìü, þóôå ïé ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò íá ìçí åðéâáñýíïõí ôï
÷ñüíï åêôÝëåóçò, êáé áõôü ãßíåôáé ìå ôçí ôñßôç åðÝêôáóç ðïõ åéóÜãåé ç ãëþóóá, ôéò óôáôéêÝò
ðñïôÜóåéò. ÌÝóù ôïõ ìç÷áíéóìïý áõôïý, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå óôáôéêÝò ðñïôÜóåéò, ïé ïðïßåò
äåí åðçñåÜæïõí ôï ðñüãñáììá êáôÜ ôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò, áëëÜæïíôáò ôç ëÝîç-êëåéäß data óôç
äÞëùóç ôçò ðñüôáóçò ìå ôç ëÝîç-êëåéäß prop. Ôéò óôáôéêÝò ðñïôÜóåéò ìðïñïýìå íá ôéò ÷ñçóé-
ìïðïéÞóïõìå ãéá íá èÝóïõìå ðåñéïñéóìïýò (constraints) óôéò äçëþóåéò ôýðùí, ïé ïðïßïé ðñÝðåé
íá ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí üôé éó÷ýïõí êáôÜ ôïí Ýëåã÷ï ôýðùí. Ç áðüäåéîç ôùí ðåñéïñéóìþí
ãßíåôáé ìÝóù åíüò åíïðïéçôéêïý ìç÷áíéóìïý ëýóçò ðåñéïñéóìþí (uni�cation based constraint-
solver). Ïé óõíáñôÞóåéò ìåôáîý óôïé÷åßùí ìå ôýðïõò ðïõ åßíáé óôáôéêÝò ðñïôÜóåéò ìðïñïýí íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí êáé áõôÝò áðü ôïí óõãêåêñéìÝíï ìç÷áíéóìü ðñïò ëýóç ôùí ðåñéïñéóìþí. Ï
ôýðïò áõôþí ôùí óõíáñôÞóåùí åßíáé ïõóéáóôéêÜ Ýíá èåþñçìá, åíþ ç õëïðïßçóÞ ôïõò áðïôåëåß
ôçí áðüäåéîç ôïõ åêÜóôïôå èåùñÞìáôïò. Ôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ó÷Þìáôïò 2.3 ìå ÷ñÞóç óôáôé-
êþí ðñïôÜóåùí öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 2.4, üðïõ åðßóçò öáßíåôáé êáé Ýíáò ïñéóìüò óõíÜñôçóçò -
èåùñÞìáôïò ãéá ôç ó÷Ýóç ìéêñüôåñï-ßóï.

Óõíïøßæïíôáò, ç Ωmega åßíáé ìßá óåéñÜ åðåêôÜóåùí óôç Haskell ðïõ äéáôçñïýí ôç öéëïóï-
ößá ôçò áñ÷éêÞò ãëþóóáò, ïé ïðïßåò åðéôñÝðïõí íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ãëþóóá ãéá ðñïãñáììáôé-
óìü ìå áðïäåßîåéò. Ï Ýëåã÷ïò ôýðùí åßíáé áðïêñßóéìç äéáäéêáóßá, êáé õðÜñ÷åé äõíáôüôçôá ïé
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-- ïñéóìüò ôçò óôáôéêÞò ó÷Ýóçò ìéêñüôåñï-ßóï ìåôáîý öõóéêþí
prop LessEqual :: Nat ~> Nat ~> *0 where
LeBase :: LessEqual TypeZero x
LeStep :: LessEqual x y -> LessEqual (TypeSucc x) (TypeSucc y)

-- ïñéóìüò ôýðïõ öõóéêïý áêåñáßïõ ìå ðåñéïñéóìü ï áêÝñáéïò íá
-- åßíáé ìåãáëýôåñïò ßóïò ôïõ 1
data NatLEone :: Nat ~> *0 where
MkNatLEone :: LessEqual (TypeSucc TypeZero) n => SNat n -> NatLEone n

pred' :: NatLEone n -> Covert SNat
-- pred' MkNatLEone(ValueZero) = áäýíáôïí, äéüôé äåí ìðïñåß íá éêáíïðïéçèåß
-- ï ðåñéïñéóìüò (LessEqual (TypeSucc TypeZero) (TypeZero))
pred' (MkNatLEone(ValueSucc x)) = Hide x

-- èåþñçìá: åÜí x <= y ôüôå x <= y+1
theorem1 :: LessEqual x y -> LessEqual x (TypeSucc y)
theorem1 LeBase = LeBase
theorem1 (LeStep prf) = LeStep (theorem1 prf)

Ó÷Þìá 2.4: ×ñÞóç óôáôéêþí ðñïôÜóåùí óôçí Ωmega.

áðïäåßîåéò íá êáôáóêåõÜæïíôáé áõôüìáôá áðü êáôÜëëçëï ìç÷áíéóìü ôïõ äéåñìçíÝá ôçò ãëþó-
óáò êáôÜ ôïí Ýëåã÷ï ôýðùí, ÷ùñßò íá åðçñåÜæïõí ôçí áðüäïóç ôïõ ðñïãñÜììáôïò óôï ÷ñüíï
åêôÝëåóçò. Ôá ÷áñáêôçñéóôéêÜ áõôÜ åßíáé ðïëý åðéèõìçôÜ ãéá ìßá ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý
ìå áðïäåßîåéò.

2.4 Dependent ML êáé ATS

Ôï Applied Type System (AT S) åßíáé Ýíá ðëáßóéï ãéá ôç ó÷åäßáóç êáé öïñìáëéóôéêÞ ðåñé-
ãñáöÞ ðñï÷ùñçìÝíùí óõóôçìÜôùí ôýðùí ãéá ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý, ðïõ Ý÷åé ðñïôáèåß
áðü ôïí Hongwei Xi ôïõ Boston University [Xi04]. Ç ãëþóóá ATS åßíáé ìßá êáèáñÞ óõíáñ-
ôçóéáêÞ ãëþóóá óôï óôõë ôçò ML ìå Ýíá óýóôçìá ôýðùí ðïõ âáóßæåôáé óôï AT S [Chen05].
Ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ç Dependent ML [Xi98] åßíáé ïõóéáóôéêÜ Ýíá õðïóýíïëï ôçò ATS,
êáé ùò ôÝôïéï èá ôçí åîåôÜóïõìå åäþ, áí êáé ðñáêôéêÜ õðÜñ÷ïõí äéáöïñÝò ìåôáîý ôùí äýï
ãëùóóþí.

Îåêéíïýìå áðü ôçí Dependent ML. Óôç ãëþóóá áõôÞ, ôï åßäïò ôùí ôýðùí ôçò ãëþóóáò
áíáöÝñåôáé ùò type, åíþ õðÜñ÷ïõí åðßóçò ôá åßäç bool êáé int. Ïé üñïé ðïõ êáôçãïñéïðïéïýíôáé
ìå áõôÜ ôá åßäç áíáöÝñïíôáé ùò óôáôéêïß äõáäéêïß üñïé êáé óôáôéêïß áêÝñáéïé üñïé áíôßóôïé÷á.
ÔÝôïéïé üñïé åßíáé ïé äõáäéêÝò êáé áêÝñáéåò óôáèåñÝò, ïé ãñáììéêÝò ðñÜîåéò áêåñáßùí (ðñüóèåóç,
áöáßñåóç êáé óõíÜñôçóç áíôéèÝôïõ), ïé äõáäéêÝò ðñÜîåéò (óýæåõîç, äéÜæåõîç, Üñíçóç), êáé ïé
ó÷Ýóåéò äéÜôáîçò ìåôáîý áêåñáßùí. ÅðåéäÞ åðéôñÝðåôáé ðïëõìïñöéóìüò ùò ðñïò üñïõò êáèåíüò
áðü ôá ôñßá áõôÜ åßäç, ðñïêýðôåé üôé Ý÷ïõìå ôéìÝò êáé ôýðïõò ôçò ãëþóóáò ðïõ åîáñôþíôáé áðü
ôýðïõò (üðùò óôéò óõíÞèåéò óõíáñôçóéáêÝò), áëëÜ êáé áðü óôáôéêïýò äõáäéêïýò êáé áêÝñáéïõò
üñïõò. Ìå áõôüí ôïí ôñüðï, Ý÷ïõìå êáé óôçí Dependent ML ôç ìïñöÞ ôùí åîáñôþìåíùí
ôýðùí ðïõ åßäáìå óôçí Ωmega, üðïõ äçëáäÞ õðÜñ÷åé äéá÷ùñéóìüò ìåôáîý ôïõ åðéðÝäïõ ôùí
ôýðùí êáé ôïõ åðéðÝäïõ ôùí ôéìþí. Ç äéáöïñÜ ìå ôçí Ωmega åßíáé üôé ï ðñïãñáììáôéóôÞò äåí
ìðïñåß íá ïñßóåé åßäç åêôüò ôùí Þäç õðáñ÷üíôùí

Ïé ôýðïé ðïõ õðïóôçñßæåé ç ãëþóóá åßíáé ïé åîÞò:

• ôýðïò áêåñáßïõ åîáñôþìåíïò áðü óôáôéêü áêÝñáéï üñï, ìå óõìâïëéóìü int(I ), üðïõ I ïé
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óôáôéêïß áêÝñáéïé üñïé

• äõáäéêüò ôýðïò åîáñôþìåíïò áðü óôáôéêü äõáäéêü üñï, ìå óõìâïëéóìü bool(B), üðïõ
B ïé óôáôéêïß äõáäéêïß üñïé

• ôýðïò óõíÜñôçóçò (T1 → T2 )

• ï êáèïëéêüò ôýðïò ∀α : σ.T , üðïõ σ ôï óýíïëï ôùí åéäþí. Ï ôýðïò áõôüò ÷áñáêôçñßæåé
ðïëõìïñöéêÝò äçëþóåéò óõíáñôÞóåùí êáé ôýðùí äåäïìÝíùí. Óõìâïëßæåôáé ìå Üãêéóôñá,
äçëáäÞ ùò {α : σ} T .

• ï õðáñîéáêüò ôýðïò ∃α : σ.T , ï ïðïßïò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ðáñÜäåéãìá ãéá íá áðïöý-
ãïõìå íá ðñïóäéïñßóïõìå ôçí ðáñÜìåôñï åíüò åîáñôþìåíïõ ôýðïõ, äçìéïõñãþíôáò Ýôóé
Ýíáí ìç-åîáñôþìåíï ôýðï áðü Ýíáí åîáñôþìåíï. Óõìâïëßæåôáé ìå áãêýëåò. Ãéá ðáñÜ-
äåéãìá ï ìç åîáñôþìåíïò ôýðïò áêåñáßùí åßíáé ï [n : int] int(n).

• ãåíéêåõìÝíïé áëãåâñéêïß ôýðïé äåäïìÝíùí

• ôýðïò ìå öñïõñü (guarded datatype), ï ïðïßïò äÝ÷åôáé ìßá ðáñÜìåôñï åßäïõò bool êáé
Ýíáí ôýðï, êáé ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôçí äÞëùóç óõíáñôÞóåùí. Ï ôýðïò áõôüò õðïäçëþíåé
üôé ç óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé ìðïñåß íá åöáñìïóôåß ìüíïí åÜí éó÷ýåé ç ëïãéêÞ óõíèÞêç
ôïõ ôýðïõ. Óõìâïëßæåôáé ùò óõíèÞêç ìÝóá óå êáèïëéêü ðïóïäåßêôç. Ãéá ðáñÜäåéãìá ï
ôýðïò ìå öñïõñü áêåñáßïõ ìåãáëýôåñïõ ôïõ 0 åßíáé {n : int | n > 0} int(n).

• ôýðïò ìå äéáâåâáßùóç (asserting datatype), ðïõ åßíáé ôï áíôßóôñïöï ôïõ ôýðïõ ìå öñïõñü.
Õðïäçëþíåé üôé ç óõíÜñôçóç ðïõ ïñßæåôáé åðéóôñÝöåé ôéìÞ ãéá ôçí ïðïßá éó÷ýåé ç óõíèÞêç
ôïõ ôýðïõ. Óõìâïëßæåôáé ùò óõíèÞêç ìÝóá óå õðáñîéáêü ðïóïäåßêôç. Ãéá ðáñÜäåéãìá ï
ôýðïò ìå äéáâåâáßùóç áêåñáßïõ ìåãáëýôåñïõ ôïõ 0 åßíáé [n : int | n > 0] int(n).

Ãéá ðáñÜäåéãìá ï ôýðïò ìßáò óõíÜñôçóçò ðïõ ðáßñíåé Ýíáí èåôéêü áêÝñáéï êáé åðéóôñÝöåé
Ýíáí áñíçôéêü èá åßíáé: {n : int | n ≥ 0} int(n) → [r : int | r < 0] int(r). Ï Ýëåã÷ïò
ãéá ôï åÜí ïé ðåñéïñéóìïß ðïõ åðéâÜëëïõí ïé ôýðïé ìå öñïõñü êáé ìå äéáâåâáßùóç éó÷ýïõí,
ìðïñåß íá ãßíåé ìå ïðïéáäÞðïôå ìÝèïäï ãñáììéêïý ðñïãñáììáôéóìïý, äéüôé áí ðáñáôçñÞóïõìå
ôïí ïñéóìü ôùí óôáôéêþí üñùí ðñïêýðôåé üôé ïé ðåñéïñéóìïß ðïõ ðñïêýðôïõí Ý÷ïõí ôç ìïñöÞ
ãñáììéêþí áíéóþóåùí áêåñáßùí. ¸ôóé ï Ýëåã÷ïò ôýðùí ôçò ãëþóóáò ðñÝðåé íá ðåñéëáìâÜíåé
êáé Ýíá ìç÷áíéóìü ðñïò åðßëõóç óõóôçìÜôùí ôÝôïéùí áíéóþóåùí. ÅðåéäÞ ãéá ôá óõóôÞìáôá
áõôÜ ìðïñåß åßôå íá âñåèåß ëýóç óå ðïëõùíõìéêü, Þ ó÷åäüí ðïëõùíõìéêü, ÷ñüíï, åßôå íá äåé÷èåß
üôé åßíáé áäýíáôá óõóôÞìáôá, ï Ýëåã÷ïò ôýðùí ðáñáìÝíåé ìßá ðÜíôá áðïêñßóéìç äéáäéêáóßá.
ÅÜí âÝâáéá êÜðïéåò áðü ôéò óõíèÞêåò ôùí ôýðùí ìå öñïõñü Þ äéáâåâáßùóç äåí ôçñïýíôáé (üðùò
ãéá ðáñÜäåéãìá åÜí óå ìßá óõíÜñôçóç ìå ôïí ôýðï ôïõ ðáñáäåßãìáôïò äþóïõìå ùò üñéóìá Ýíáí
áñíçôéêü áêÝñáéï), ï Ýëåã÷ïò ôýðùí èá áðïöáíèåß üôé ôï ðñüãñáììá ðåñéÝ÷åé óöÜëìá ôýðùí.

Ôá óôïé÷åßá áõôÜ ôçò ãëþóóáò áñêïýí ãéá íá ïñßóïõìå ðéï ëåðôïìåñåßò ôýðïõò ãéá ïñé-
óìÝíåò óõíáñôÞóåéò, ìå áðïôÝëåóìá íá áðïêáëýðôïíôáé ðåñéóóüôåñá ðéèáíÜ óöÜëìáôá êáôÜ
ôïí Ýëåã÷ï ôýðùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, äåäïìÝíïõ åíüò ôýðïõ ëßóôáò åîáñôþìåíïõ áðü ôï ìÞêïò
áõôÞò, ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå ôç óõíÜñôçóç óõíÝíùóçò ëéóôþí ùò ìßá óõíÜñôçóç ðïõ äÝ÷åôáé
äýï ëßóôåò êáé åðéóôñÝöåé ìßá ëßóôá ìå ìÞêïò ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ìçêþí ôùí äýï ëéóôþí,
êáé ôç óõíÜñôçóç áíôéóôñïöÞò ëßóôáò ùò ìßá óõíÜñôçóç ðïõ äÝ÷åôáé ìßá ëßóôá êÜðïéïõ ìÞêïõò
êáé åðéóôñÝöåé ëßóôá ôïõ éäßïõ ìÞêïõò. Ôï ðáñÜäåéãìá áõôü öáßíåôáé óôï ó÷Þìá 2.5.

Ðáñ'üëá áõôÜ, ç åêöñáóôéêüôçôá ôùí ôýðùí ôçò Dependent ML åßíáé ðåñéïñéóìÝíç óå
ó÷Ýóç ìå ôçí Ωmega. Ãéá ðáñÜäåéãìá, äåí ìðïñïýìå ìå êÜðïéïí ôñüðï íá äþóïõìå Ýíáí
áêñéâÞ ôýðï ãéá ôç óõíÜñôçóç ðïëëáðëáóéáóìïý áêåñáßùí, áöïý äåí ìðïñïýìå íá åêöñÜ-
óïõìå ôïí ðïëëáðëáóéáóìü ìåôáîý óôáôéêþí áêÝñáéùí üñùí. Ç ATS åðåêôåßíåé ôï óýóôçìá
ðïõ Ý÷ïõìå ðåñéãñÜøåé Ýùò åäþ ìå äõíáôüôçôá ãéá áíáäñïìéêü ïñéóìü åéäþí áðü ôïí ðñïãñáì-
ìáôéóôÞ, êáèþò êáé ìå Ýíá íÝï åßäïò, ôï prop, ôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéåßôáé ãéá ïñéóìü ëïãéêþí
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datatype list (type, int) =
{a : type} nil(a, 0)

| {a : type, n : int}
cons(a,n+1) of a * list(a,n)

fun append {a: type, n:nat, m:nat}
(x: list(a,m), y:list(a,n)) : list(a,m+n) =

case x of
| nil => y
| cons(x, xs) => cons(x, append(xs,y))

fun reverse {a: type, n:nat} (l : list(a,n)) : list(a,n) =
case l of
| nil => nil
| cons(x, xs) => append(reverse(xs), cons(x, nil))

Ó÷Þìá 2.5: ÐáñÜäåéãìá óõíáñôÞóåùí ÷åéñéóìïý ëßóôáò óôçí Dependent ML.

êáôçãïñçìÜôùí (ðáñüìïéá ìå ôéò óôáôéêÝò ðñïôÜóåéò ôçò Ωmega). Ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå
Ýíá ëïãéêü êáôçãüñçìá üðùò ïñßæïõìå Ýíáí áíáäñïìéêü ôýðï äåäïìÝíùí. Ïé üñïé ðïõ Ý÷ïõí
ùò ôýðï Ýíá ôÝôïéï êáôçãüñçìá áðïôåëïýí ïõóéáóôéêÜ áðüäåéîç ôïõ êáôçãïñÞìáôïò. Åðßóçò
ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå óõíáñôÞóåéò ìåôáîý êáôçãïñçìÜôùí, ïé ïðïßåò áðïôåëïýí èåùñÞìáôá,
åíþ ïé õëïðïéÞóåéò ôïõò áðïôåëïýí áðïäåßîåéò áõôþí. Ïé óõíáñôÞóåéò áõôÝò ðñÝðåé íá åßíáé
ðëÞñåéò, êÜôé ðïõ äéáóöáëßæåôáé äßíïíôáò êáôÜ ôïí ïñéóìü ôïõò ìßá ìåôñéêÞ ôåñìáôéóìïý, ðïõ
ðñÝðåé íá öèßíåé êáôÜ ôçí áíáäñïìéêÞ êëÞóç ôçò åêÜóôïôå óõíÜñôçóçò. ÔÝëïò ðñïóôßèåôáé Ýíáò
êáéíïýñéïò ôýðïò, ï ôýðïò æåýãïõò ëïãéêïý êáôçãïñÞìáôïò êáé ôýðïõ, ðïõ ìðïñåß íá ÷ñçóé-
ìïðïéçèåß ãéá íá áðáéôÞóïõìå ôçí ýðáñîç áðüäåéîçò ãéá ìßá ðñüôáóç Þ íá äéáâåâáéþóïõìå üôé
õðÜñ÷åé áðüäåéîç ãéá ìßá ðñüôáóç. Íá óçìåéþóïõìå üôé ïé üñïé áðïäåßîåùí ìáò åíäéáöÝñïõí
ìüíï êáôÜ ôïí Ýëåã÷ï ôýðùí, êáé ç áðïôßìçóç ôùí åêöñÜóåùí ôçò ãëþóóáò ãßíåôáé ÷ùñßò íá
ëáìâÜíïíôáé ïé üñïé áõôïß õðüøç, Üñá êáé ÷ùñßò êÜðïéï êüóôïò óôïí ÷ñüíï åêôÝëåóçò. Ôá
÷áñáêôçñéóôéêÜ áõôÜ ôçò ãëþóóáò ATS öáßíïíôáé óôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ó÷Þìáôïò 2.6.

¸ôóé, ç ATS ìðïñåß íá áðïäåéêíýåé áõôüìáôá ðñïôÜóåéò ãéá Ýíá óõãêåêñéìÝíï ðåäßï ó÷Ý-
óåùí (ãñáììéêÝò áíéóþóåéò áêåñáßùí), åíþ ãéá Üëëá ðåäßá ðñÝðåé íá êáôáóêåõÜæïíôáé ìÝóá
óôï ðñüãñáììá ðëÞñåéò áðïäåßîåéò. Ôá õðüëïéðá ÷áñáêôçñéóôéêÜ ôçò ãëþóóáò åßíáé ðáñüìïéá
ìå ôçí Ωmega.

2.5 Vero

Ç Vero åßíáé ìßá óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý ðïõ Ý÷åé ðñïôáèåß áðü ôïí Xinyu
Feng [Feng04]. ¸÷åé óôçñé÷èåß êáôÜ ìåãÜëï ìÝñïò óôï óýóôçìá ôýðùí ãéá ðéóôïðïéçìÝíá
åêôåëÝóéìá ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôï Shao et al. (2002), óôï ïðïßï óôçñßæåôáé êáé ôï óýóôçìá
NFLINT ãéá ôï ïðïßï ðáñÜãåé êþäéêá ï ìåôáãëùôôéóôÞò ôçò ãëþóóáò ðïõ êáôáóêåõÜóáìå.

Ç ãëþóóá áõôÞ áðïôåëåßôáé áðü äýï îå÷ùñéóôÜ ìÝñç, ôï åðßðåäï ôçò ãëþóóáò áðïäåßîåùí,
ôï ïðïßï ÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò Ýíá ðëáßóéï ëïãéêÞò, êáé ôï åðßðåäï ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí.
Ç ãëþóóá áðïäåßîåùí åßíáé ïõóéáóôéêÜ ôáõôüóçìç ìå ôç ãëþóóá ôýðùí ðïõ ðåñéãñÜöåôáé
óôï TSCB [Shao02], ç ïðïßá åßíáé Ýíáò λ-ëïãéóìüò ìå õðïóôÞñéîç ãéá åðáãùãéêïýò ïñéóìïýò
åéäþí. (Ç ìüíç äéáöïñÜ ìåôáîý ôùí äýï ãëùóóþí åßíáé üôé ôï åßäïò ôùí áðïäåßîåùí óôçí Vero
ïíïìÜæåôáé Prop áíôß ãéá Kind). Ðñïôåßíïõìå óôïí áíáãíþóôç íá äéáâÜóåé ôï ó÷åôéêü êåßìåíï
ãéá ôçí êáôáíüçóç ôçò ãëþóóáò áõôÞò, ìéáò êáé ç áíáëõôéêÞ ðáñïõóßáóÞ ôçò åßíáé åêôüò ôùí
ðëáéóßùí áõôÞò ôçò åñãáóßáò. Ùóôüóï, óôï êåöÜëáéï 5 ãßíåôáé ðåñéëçðôéêÞ ðåñéãñáöÞ ôçò
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(* ïñéóìüò êáôçãïñÞìáôïò ãéá ôïí ðïëëáðëáóéáóìü áêåñáßùí:
õðÜñ÷åé áðüäåéîç ãéá ôï MUL(n,m,p) áí p = n*m *)

dataprop MUL (int, int, int) =
| {n : int} MULbas (0, n, 0)
| {m : int, n : int, p : int | m > 0}

MULind (m, n, p) of MUL(m-1, n, p-n)
| {m : int, n : int, p : int | m > 0}

MULneg (m, n, p) of MUL(-m, n, -p)

(* õðïèÝôïõìå ôçí óõíÜñôçóç mul ãéá ðïëëáðëáóéáóìü áêåñáßùí:
mul : {a1 : int, a2 : int} (int(a1), int(a2)) ->

{a3 : int} MUL(a1,a2,a3) * int(a3)
*)

(* èåþñçìá: áí a1>=0 êáé a2>=0 ôüôå a1*a2>=0 *)
(* ìå '() óõìâïëßæåôáé ï ìïíáäéêüò üñïò ôïõ ìïíáäéáßïõ

ôýðïõ (unit) *)
prfun lemma {a1:int, a2:int, a3:int | a1 >= 0, a2 >= 0}

.<a1>. (* ôï a1 åßíáé ç ìåôñéêÞ ôåñìáôéóìïý *)
(prf : MUL(a1, a2, a3)) : [a3 >= 0] '() =
case prf of

MULbas => '()
| MULind prf => lemma prf

(* óõíÜñôçóç ðáñáãïíôéêïý, ç ïðïßá äéáâåâáéþíåé üôé
ôï áðïôÝëåóìÜ ôçò åßíáé ìåãáëýôåñï ôïõ 0 *)

fun factorial {a : int | a >= 0} (x : int(a)) : {r : int | r >= 0} int(r) =
if x == 0 then

1
else

let
val '(pf | r) = x mul factorial (pred x)
prval _ = lemma pf (* áðüäåéîç üôé r >= 0: áöïý ðñïêýðôåé áðü

ìç ãñáììéêÞ ó÷Ýóç äåí ìðïñåß íá åîá÷èåß
áõôüìáôá, êáé Ýôóé ðñÝðåé íá äçìéïõñãçèåß
÷åéñïêßíçôá óå áõôÞ ôç èÝóç, ìéáò êáé ç
ýðáñîÞ ôçò åðéâÜëëåôáé áðü ôïí ôýðï ìå
äéáâåâáßùóç ôçò óõíÜñôçóçò *)

in
r

Ó÷Þìá 2.6: Ðñïãñáììáôéóìüò ìå áðïäåßîåéò óôçí ATS.
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Inductive Nat : Prop = O : Nat | S : Nat -> Nat;

Inductive Bool : Prop = True : Bool | False : Bool;

(* Ç äÞëùóç Fix áíôéóôïé÷åß óôçí åíôïëÞ Fixpoint ôïõ Coq *)
Fix plus [n1 : Nat] : Nat -> Nat =

[n2 : Nat] <: Nat :> Cases n1 of O => n2
| S n' => S (plus n' n2)

End;

(* Ç äÞëùóç type áíôéóôïé÷åß óôçí åíôïëÞ Definition ôïõ Coq *)
type ifez : Nat -> (k : Prop) k -> (Nat -> k) -> k =

[n : Nat] [k:Prop, p1:k, p2:Nat->k]
<: k :> Cases n of O => p1

| S n' => p2 n'
End;

Fix le [n1 : Nat] : Nat -> Bool =
[n2 : Nat]
<: Bool :> Cases n1 of O => True

| S n' => ifez n2 Bool False (le n')
End;

Ó÷Þìá 2.7: Ðáñáäåßãìáôá óôç ãëþóóá áðïäåßîåùí ôçò Vero.

ãëþóóáò ôýðùí ôïõ NFLINT, ç ïðïßá áðïôåëåß ìéêñÞ ðáñáëëáãÞ áõôÞò ôïõ TSCB.
Ç ãëþóóá áðïäåßîåùí ôçò Vero åßíáé áñêåôÜ êïíôÜ óôïí Ëïãéóìü ôùí Åðáãùãéêþí Êáôá-

óêåõþí (Calculus of Inductive Constructions { CIC) ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôïí âïçèü êáôá-
óêåõÞò áðïäåßîåùí Coq [CDev03]. ÌÜëéóôá ïé üñïé ôçò ãëþóóáò áðïäåßîåùí ãñÜöïíôáé óôçí
Vero ìå óýíôáîç ðïëý ðáñüìïéá ìå áõôÞ ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôï Coq. ÐåñéëçðôéêÜ ìðïñïýìå
íá ðïýìå üôé åðéôñÝðïíôáé äçëþóåéò åðáãùãéêþí êáé ìç ôýðùí, êáèþò êáé äÞëùóç ðëÞñùí óõ-
íáñôÞóåùí ìå ÷ñÞóç ðñùôáñ÷éêÞò áíáäñïìÞò. Óôï ó÷Þìá 2.7 öáßíïíôáé äçëþóåéò óôç ãëþóóá
áðïäåßîåùí ôçò Vero ãéá ôïõò öõóéêïýò áêÝñáéïõò, ôéò äõáäéêÝò ìåôáâëçôÝò, ãéá ôç óõíÜñôçóç
ðñüóèåóçò áêåñáßùí, êáèþò êáé ãéá ôç óõíÜñôçóç ìéêñüôåñï-ßóï ìåôáîý áêåñáßùí.

Ç ãëþóóá õðïëïãéóìþí ôçò Vero åßíáé ìßá åðÝêôáóç ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí ôïõ TSCB
êáé ôïõ NFLINT, ìå ôçí êýñéá äéáöïñÜ üôé õðïóôçñßæåé áëãåâñéêïýò ôýðïõò äåäïìÝíùí. Ïé
üñïé ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí êáôçãïñéïðïéïýíôáé áðü ôýðïõò îå÷ùñéóôïýò áðü ôç ãëþóóá
áðïäåßîåùí, ïé ïðïßïé Ý÷ïõí åßäïò Kind. ÅðéôñÝðåôáé åîÜñôçóç üñùí ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí
áðü üñïõò ôçò ãëþóóáò áðïäåßîåùí áëëÜ ü÷é ôï áíôßóôñïöï { Ýôóé Ý÷ïõìå ôçí ðñïóÝããéóç ðïõ
Ý÷ïõìå äåé óôçí Ωmega êáé ôçí ATS, ìå äéáôÞñçóç ôçò áðïêñéóéìüôçôáò ôïõ åëÝã÷ïõ ôýðùí.
Åðßóçò ïé åîáñôþìåíïé ôýðïé õðïóôçñßæïíôáé êáé óå áõôÞ ôçí ðåñßðôùóç ìÝóù ôïõ ìç÷áíéóìïý
ôùí singleton ôýðùí: ãéá ðáñÜäåéãìá ï ôýðïò åíüò öõóéêïý áñéèìïý åîáñôÜôáé áðü Ýíáí üñï
áðïäåßîåùí ôýðïõ Nat (üðùò áõôüò äçëþèçêå óôï ó÷Þìá 2.7). Áò äïýìå ðéï áíáëõôéêÜ ôïõò
ôýðïõò ðïõ õðïóôçñßæåé ç ãëþóóá õðïëïãéóìþí ôçò Vero êáé ôéò åêöñÜóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí
óå áõôïýò.

• âáóéêïß ôýðïé, üðùò ìïíáäéáßïò ôýðïò (Unit), singleton ôýðïò öõóéêïý áñéèìïý ìå åîÜñ-
ôçóç áðü üñï ãëþóóáò áðïäåßîåùí ôýðïõ Nat, singleton äõáäéêüò ôýðïò ìå åîÜñôçóç
áðü üñï ãëþóóáò áðïäåßîåùí ôýðïõ Bool

• ôýðïò óõíÜñôçóçò
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(* ïñéóìüò ôïõ ìç åîáñôþìåíïõ ôýðïõ öõóéêïý áñéèìïý *)
type nat : Kind = <n : Nat> snat n.

val add : nat * nat -> nat =
fn ns : nat * nat =>

let val n1 = #1 ns
val n2 = #2 ns
open <n1', sn1> = n1
open <n2', sn2> = n2

in
pack n = plus n1' n2'
with sn1 + sn2 : snat n
end

end;

Ó÷Þìá 2.8: ÓõíÜñôçóç ðñüóèåóçò áêåñáßùí óôçí Vero.

(* ÕðïèÝôïõìå üôé Ý÷åé ïñéóôåß óôçí ãëþóóá áðïäåßîåùí
ç ó÷Ýóç éóïäõíáìßáò Eq ìåôáîý äýï üñùí ôçò *)

type rec list : Kind -> Nat -> Kind =
[t: Kind, n : Nat]

{ nil of <prf: Eq Nat O n> unit
|cons of <n': Nat, prf: Eq Nat (S n') n> t * (list t n')
}

Ó÷Þìá 2.9: Ïñéóìüò åîáñôþìåíïõ ôýðïõ ëßóôáò óôçí Vero.

• êáèïëéêüò ôýðïò ãéá ðïëõìïñöéóìü åßôå ùò ðñïò ôýðï ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìïý, åßôå
ùò ðñïò üñï ôçò ãëþóóáò áðïäåßîåùí. Óõìâïëßæåôáé ìå áãêýëåò.

• õðáñîéáêüò ôýðïò ãéá áðáßôçóç ýðáñîçò åßôå ôýðïõ ãëþóóáò õðïëïãéóìïý, åßôå üñïõ ôçò
ãëþóóáò áðïäåßîåùí, ÷ùñßò íá ãßíåôáé öáíåñüò óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí. Óõìâïëßæåôáé
ìå ãùíéáêÝò áãêýëåò. Ãéá ðáñÜäåéãìá ï ìç åîáñôþìåíïò ôýðïò öõóéêþí åßíáé 〈n :
Nat〉 snat(n).

• áëãåâñéêïß ôýðïé äåäïìÝíùí, ìå äõíáôüôçôá ãéá ïñéóìü áìïéâáßùò áíáäñïìéêþí ôýðùí
äåäïìÝíùí

Ïé åêöñÜóåéò ôéò ãëþóóáò åßíáé ïé åîÞò: óôáèåñÝò âáóéêþí ôýðùí, ðñÜîåéò ìåôáîý áêåñáßùí
êáé äõáäéêþí ìåôáâëçôþí, ïñéóìüò óõíÜñôçóçò (ìÝóù ôçò ëÝîçò-êëåéäß fn), ðïëõìïñöéóìüò ùò
ðñïò ôýðï Þ üñï ôçò ãëþóóáò áðïäåßîåùí (óõìâïëéóìüò üðùò êáé ïé êáèïëéêïß ôýðïé, ìå ÷ñÞóç
áãêýëùí), åêöñÜóåéò pack êáé open ãéá êáôáóêåõÞ êáé áðïäüìçóç õðáñîéáêþí ôýðùí, ôáßñéá-
óìá ðñïôýðùí (äïìÞ case), êáé ôïðéêïß ïñéóìïß ïíïìÜôùí ãéá åêöñÜóåéò (äïìÞ let). Óôï ó÷Þìá
2.8 öáßíåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá ãéá ôç óõíÜñôçóç ðñüóèåóçò áêåñáßùí. Óôï ó÷Þìá 2.9 öáßíåôáé
Ýíá ðáñÜäåéãìá ïñéóìïý ôýðïõ ëßóôáò ìå åîÜñôçóç áðü ôï ìÞêïò ôçò. Ìå ÷ñÞóç ôçò ó÷Ýóçò
éóïäõíáìßáò Eq ðïõ ðñÝðåé íá Ý÷åé ïñéóôåß óôï åðßðåäï ôçò ãëþóóáò áðïäåßîåùí, áðïäåéêíýåôáé
üôé ìðïñåß íá áñèåß ï ðåñéïñéóìüò óå áëãåâñéêïýò ôýðïõò äåäïìÝíùí ðïõ ðåñéãñÜøáìå óôçí
Ωmega, êáé íá ïñßóïõìå Ýôóé ãåíéêåõìÝíïõò áëãåâñéêïýò ôýðïõò äåäïìÝíùí.

ÔÝëïò óôï ó÷Þìá 2.10 ðáñïõóéÜæåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá óå Vero ìå åìöáíÞ ôç ÷ñÞóç áðï-
äåßîåùí. Ïñßæïõìå óôçí ãëþóóá áðïäåßîåùí ôïí ðïëëáðëáóéáóìü öõóéêþí êáèþò êáé Ýíá
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êáôçãüñçìá ãéá ôç ó÷Ýóç \ìéêñüôåñï" ìåôáîý öõóéêþí. ¸ðåéôá ïñßæïõìå óôç ãëþóóá õðï-
ëïãéóìþí ôç óõíÜñôçóç ðáñáãïíôéêïý, ç ïðïßá åêôüò ôïõ áðïôåëÝóìáôïò åðéóôñÝöåé êáé ìßá
áðüäåéîç üôé áõôü åßíáé ìåãáëýôåñï ôïõ ìçäåíüò. Ç óõíÜñôçóç Üðáî êáé ðåñÜóåé áðü ôïí
Ýëåã÷ï ôýðùí èá åßíáé ìåñéêþò ïñèÞ óýìöùíá ðÜíôá ìå ôç óõãêåêñéìÝíç ðñïäéáãñáöÞ { äåí
Ý÷ïõìå ôñüðï íá áðïäåßîïõìå üôé ç óõíÜñôçóç óßãïõñá èá ôåñìáôßóåé, ïðüôå äåí ìðïñïýìå
ðáñÜ íá ìéëÜìå ãéá ìåñéêÞ ïñèüôçôá ìüíï. Íá óçìåéþóïõìå üôé ôï ðáñÜäåéãìá áõôü õðïèÝ-
ôåé ìßá óõãêåêñéìÝíç ìïñöÞ ãéá ôï ôáßñéáóìá ðñïôýðùí áêåñáßùí, ôçí ïðïßá ç ãëþóóá Vero
äåí äéáèÝôåé óôç ìïñöÞ ðïõ ðáñïõóéÜæåôáé óôï [Feng04]. ÊÜðïéá ðáñüìïéá üìùò äïìÞ åßíáé
áðáñáßôçôç ãéá ôçí õëïðïßçóç ôùí ðåñéóóüôåñùí óõíáñôÞóåùí ìåôáîý áêåñáßùí. ËáìâÜíï-
íôáò õðüøç ôï ãåãïíüò üôé äåí Ý÷åé õëïðïéçèåß ìåôáãëùôôéóôÞò ãéá ôç ãëþóóá, Üñá ç ãëþóóá
äåí åßíáé áðáñáßôçôá ïëïêëçñùìÝíç êáé äåí Ý÷åé äïêéìáóôåß, ìðïñïýìå íá õðïèÝóïõìå üôé ìßá
ôÝôïéá äïìÞ èá õðÞñ÷å óå ìßá ôåëéêÞ Ýêäïóç ôçò ãëþóóáò.

Åí êáôáêëåßäé, ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ç Vero åßíáé ìßá ãëþóóá ðïõ áðëïðïéåß áñêåôÜ
ôïí ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò óå ó÷Ýóç ìå Ýíá óýóôçìá åíäéÜìåóïõ åðéðÝäïõ üðùò ôï
NFLINT, ëüãù ôçò õøçëüôåñïõ åðéðÝäïõ öýóçò ôçò. Åðßóçò, Ý÷åé Ýíá óýóôçìá ôýðùí åîß-
óïõ éó÷õñü ìå ôçí Ωmega êáé ôçí ATS, áöïý áñêåß ãéá ôçí äÞëùóç êáé ÷ñÞóç ãåíéêåõìÝíùí
áëãåâñéêþí ôýðùí äåäïìÝíùí. Ïé áðïäåßîåéò äåí åðçñåÜæïõí ôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò ôïõ ðñï-
ãñÜììáôïò, äéüôé áðïôåëïýí óôïé÷åßá îå÷ùñéóôÜ áðü ôïõò üñïõò õðïëïãéóìïýò ôçò ãëþóóáò
ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìüíï êáôÜ ôïí Ýëåã÷ï ôýðùí. Ùóôüóï, ï óõíäõáóìüò ôùí åîáñôþìåíùí
ôýðùí êáé ç ìç ýðáñîç êÜðïéïõ ìç÷áíéóìïý ãéá áõôüìáôç êáôáóêåõÞ (êÜðïéùí) áðïäåßîåùí,
Ý÷ïõí ùò áðïôÝëåóìá ï ðñïãñáììáôéóìüò óôç ãëþóóá áõôÞ íá åßíáé ðïëý äýóêïëïò ãéá Ýíáí
ìÝóï ðñïãñáììáôéóôÞ ðïõ äåí Ý÷åé åîïéêåßùóç ìå ôéò ó÷åôéêÝò Ýííïéåò.
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(* äÞëùóç ðïëëáðëáóéáóìïý öõóéêþí áñéèìþí óôç ãëþóóá áðïäåßîåùí *)
Fix mul [n1: Nat] : Nat -> Nat =

[n2 : Nat] <: Nat :> Cases n1 of O => O
| S n' => plus n2 (mul n' n2)

End;

(* äÞëùóç ôçò ó÷Ýóçò ìéêñüôåñï ìåôáîý öõóéêþí áñéèìþí *)
Inductive LT : Nat -> Nat -> Prop =

ltzs : (n : Nat) LT O (S n)
|ltss : (n : Nat, m : Nat) LT n m -> LT (S n) (S m);

(* èåþñçìá: áí 0 < x êáé 0 < y ôüôå 0 < x * y.
ç áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò äåí ðáñïõóéÜæåôáé åäþ, äåí åßíáé
áðëÞ õðüèåóç ùóôüóï! Óáöþò äåí ìðïñïýìå íá ðåñéìÝíïõìå êÜðïéïí
áõôüìáôï ìç÷áíéóìü êáôáóêåõÞò áðïäåßîåùí ìßáò ãëþóóáò íá
êáôáóêåõÜæåé áðïäåßîåéò ãéá èåùñÞìáôá üðùò áõôü. *)

type theorem1 : (x : Nat, y : Nat) LT O x -> LT O y -> LT O (mul x y)
= (* ... *);

(* óõíÜñôçóç ðáñáãïíôéêïý óôç ãëþóóá õðïëïãéóìþí ôçò Vero *)
val rec factorial : (n : Nat) snat n -> <r: nat> <prf: LT O r> snat r =

[nt : nat] fn n : snat nt =>
case n of
| 0 =>

pack r = (S O)
with pack prf = ltzs O

with 1 : snat (S O)
: <prf: LT O r> snat r

| 1 + n' (S nt') =>
let val resp = factorial [nt'] n'

open <rest, res'> = resp
open <resprf, res>= res'

in
pack r = mul nt rest
with pack prf = theorem1 nt rest (ltzs nt') resprf
(* åßíáé åýëïãï íá èåùñÞóïõìå üôé áõôÞ

ç áðüäåéîç èá ìðïñïýóå íá äçìéïõñãçèåß
áðü êÜðïéïí áõôüìáôï ìç÷áíéóìü êáôáóêåõÞò
áðïäåßîåùí, äåäïìÝíïõ ôïõ theorem1 *)
with n * res : snat (mul nt rest)
: <prf : LT O r> snat r

Ó÷Þìá 2.10: Ðñïãñáììáôéóìüò ìå áðïäåßîåéò óôçí Vero.
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ÊåöÜëáéï 3

ÅéóáãùãÞ óôçí Karooma

Óôï êåöÜëáéï 2 åßäáìå ìßá óåéñÜ óõíáñôçóéáêþí ãëùóóþí ðïõ õðïóôçñßæïõí ðñïãñáììáôéóìü
ìå áðïäåßîåéò. Ç ÷ñÞóç åîáñôþìåíùí ôýðùí åßíáé èåìåëéþäïõò óçìáóßáò ðñïò áõôü ôïí óêïðü,
óôï óýíïëï ôùí ãëùóóþí ðïõ åîåôÜóáìå. Óå êÜðïéåò áðü áõôÝò (Ωmega, ATS ãéá óõãêåêñé-
ìÝíåò ðåñéðôþóåéò), õðÜñ÷åé äõíáôüôçôá ãéá áõôüìáôç êáôáóêåõÞ êÜðïéùí áðïäåßîåùí, åíþ óå
Üëëåò ç êáôáóêåõÞ áðïäåßîåùí ðñÝðåé íá ãßíåôáé ÷åéñïêßíçôá áðü ôïí ðñïãñáììáôéóôÞ. Óôçí
ðëåéïøçößá ôùí ãëùóóþí ïé áðïäåßîåéò áíÞêïõí óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí êáé Ýôóé åðçñåÜæïõí
ìüíï ôïí Ýëåã÷ï ôýðùí. Ç êáôáóêåõÞ êáé ìåôá÷åßñéóÞ ôïõò äåí åðéâáñýíåé ôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò.

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðáñïõóéÜóïõìå ôç óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá Karooma ðïõ ó÷åäéÜóáìå.
Óôü÷ïò ôçò ó÷åäßáóÞò ôçò Þôáí íá åðéôý÷ïõìå Ýíá éäßùìá ðñïãñáììáôéóìïý ðïõ åßíáé üóï ôï
äõíáôüí ðéï êïíôÜ óôéò äéáäåäïìÝíåò ãëþóóåò óõíáñôçóéáêïý ðñïãñáììáôéóìïý, äéáôçñþíôáò
üìùò ôç äõíáôüôçôá íá ðñïäéáãñÜöïõìå ôç ìåñéêÞ ïñèüôçôá ôùí ðñïãñáììÜôùí ðïõ ãñÜöïõìå
óå áõôÞ. Ðñïò åêðëÞñùóç áõôïý ôïõ óôü÷ïõ, ðÞñáìå äýï áðïöÜóåéò êáèïñéóôéêÝò ãéá ôç
ìïñöÞ ôçò ãëþóóáò: ç äéáäéêáóßá áðüäåéîçò ôùí ðñïäéáãñáöþí åßíáé áðüëõôá îå÷ùñéóôÞ áðü
ôç äéáäéêáóßá õëïðïßçóçò ôïõ ðñïãñÜììáôïò, åíþ ç ãëþóóá äåí Ý÷åé åîáñôþìåíïõò ôýðïõò.
Ç ðñïäéáãñáöÞ ôçò ìåñéêÞò ïñèüôçôáò ôïõ ðñïãñÜììáôïò ãßíåôáé ìÝóù ôçò äéáäåäïìÝíçò ðñá-
êôéêÞò ôùí ðñïóõíèçêþí (preconditions) êáé ìåôáóõíèçêþí (postconditions). ¸ôóé êáôÜ ôïí
ïñéóìü ìßáò óõíÜñôçóçò ï ðñïãñáììáôéóôÞò ðñÝðåé íá ðñïäéáãñÜöåé ôéò óõíèÞêåò ðïõ ðñÝðåé íá
éó÷ýïõí ãéá ôéò ðáñáìÝôñïõò ãéá íá êëçèåß ç óõíÜñôçóç, êáèþò êáé ôéò óõíèÞêåò ðïõ âåâáéþíåé
ç óõíÜñôçóç üôé èá éó÷ýïõí ãéá ôï áðïôÝëåóìá ðïõ åðéóôñÝöåé.

Ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé áíáãíùñßæïõìå äýï ñüëïõò êáôÜ ôïí ðñïãñáììáôéóìü óôçí Ka-
rooma: ôï ñüëï ôïõ ðñïãñáììáôéóôÞ êáé ôï ñüëï ôïõ áðïäåßêôç. Ï ðñïãñáììáôéóôÞò äåí
÷ñåéÜæåôáé íá Ý÷åé êáôáíüçóç ôùí âáóéêþí åííïéþí ôïõ ðñïãñáììáôéóìïý ìå áðïäåßîåéò, üðùò
áõôÝò Ýãéíáí öáíåñÝò êáôÜ ôçí ðáñïõóßáóç ôùí äéáöüñùí áíÜëïãùí ãëùóóþí óôï êåöÜëáéï
2, ïýôå åìðåéñßá óôçí ìáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ êáé óôçí êáôáóêåõÞ áðïäåßîåùí. ÁíáëáìâÜíåé íá
õëïðïéÞóåé ìå öõóéêü ôñüðï ôéò äéÜöïñåò óõíáñôÞóåéò åíüò ðñïãñÜììáôïò, ðñïóÝ÷ïíôáò ìüíï
íá äßíåé êáôÜëëçëåò ðñïäéáãñáöÝò ãéá áõôÝò. Ï áðïäåßêôçò áíáëáìâÜíåé íá áðïäåßîåé ôçí éó÷ý
ôùí ðñïäéáãñáöþí áõôþí äçìéïõñãþíôáò ðëÞñåéò ëïãéêÝò áðïäåßîåéò äéáöüñùí ðñïôÜóåùí. Èå-
ùñïýìå üìùò üôé Ý÷åé åìðåéñßá óôç ìáèçìáôéêÞ ëïãéêÞ êáé óôç ÷ñÞóç åñãáëåßùí üðùò ôï Coq
ãéá äéåõêüëõíóç óôçí êáôáóêåõÞ áðïäåßîåùí.

¼ðùò Ý÷ïõìå Þäç áíáöÝñåé, ôåëéêüò óêïðüò åßíáé ï êþäéêáò ðïõ ðáñÜãåôáé áðü ôïí ìåôá-
ãëùôôéóôÞ ôçò Karooma íá ðñïïñßæåôáé ãéá ôï óýóôçìá NFLINT. Ôï óýóôçìá áõôü ìïéÜæåé
ðåñéóóüôåñï óôéò ãëþóóåò ðïõ åßäáìå Ýùò ôþñá, áëëÜ åßíáé åíäéÜìåóïõ åðéðÝäïõ. Ùò åê ôïýôïõ,
äåí ðñïïñßæåôáé ãéá ðñïãñáììáôéóìü áðåõèåßáò óå áõôü ìéáò êáé êÜôé ôÝôïéï åßíáé ðïëýðëïêç
äéáäéêáóßá. Ïé áðïäåßîåéò óôï NFLINT áðïôåëïýí óôïé÷åßï ôïõ åðéðÝäïõ ôùí ôýðùí, êáé Ýôóé
äåí åðéâáñýíïõí ôï ÷ñüíï åêôÝëåóçò. ÓõãêåêñéìÝíá ôï óýóôçìá áõôü ÷áñáêôçñßæåôáé áðü
óçìáóéïëïãßá äéáãñáöÞò ôýðùí, êáé Ýôóé ç åêôÝëåóç êþäéêá NFLINT åßíáé ôï ßäéï áðïäïôéêÞ
ìå ôçí åêôÝëåóç ôïõ ßäéïõ êþäéêá ÷ùñßò ôýðïõò. ÅðïìÝíùò, ç ôåëéêÞ áðüäïóç åíüò ðñïãñÜì-
ìáôïò Karooma åßíáé èåùñçôéêÜ üìïéá ìå ôçí áðüäïóç ôïõ ßäéïõ ðñïãñÜììáôïò óå ìßá ôõðéêÞ
óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá (üðïõ äåí óõìðåñéëáìâÜíïõìå êÜðïéá ìïñöÞ åëÝã÷ïõ ôçò ôÞñçóçò ôùí
ðñïäéáãñáöþí ôïõ ðñïãñÜììáôïò). Ôï ãåãïíüò üìùò üôé ôï ôåëéêü ðñüãñáììá ðåñíÜåé ôïí
Ýëåã÷ï ôýðùí ôïõ NFLINT óçìáßíåé üôé áõôü åßíáé ìåñéêþò ïñèü óýìöùíá ìå ôéò ðñïäéáãñáöÝò
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ÔåëåóôÝò ÐåñéãñáöÞ Áñéèìüò
ôåëïõìÝíùí

ÈÝóç êáé
ðñïóåôáéñé-
óôéêüôçôá

! ËïãéêÞ Üñíçóç 1 pre�x
∗ / && Ðïëëáðëáóéáóôéêïß ôåëåóôÝò 2 in�x, áñéóôåñÞ
+ − || Ðñïóèåôéêïß ôåëåóôÝò 2 in�x, áñéóôåñÞ

== > < <= >= ! = Ó÷åóéáêïß ôåëåóôÝò 2 in�x, êáìßá

Ðßíáêáò 3.1: Ðñïôåñáéüôçôá êáé ðñïóåôáéñéóôéêüôçôá ôùí ôåëåóôþí ôçò Karooma.

ðïõ Ý÷ïõìå èÝóåé.
Íá óçìåéþóïõìå ôÝëïò üôé ôï óýóôçìá ôýðùí ôçò Karooma åßíáé ðñïò ôï ðáñüí ôåôñéììÝíï,

õðïóôçñßæïíôáò ìüíï öõóéêïýò áêåñáßïõò êáé ëïãéêÝò ìåôáâëçôÝò. Äåí õðÜñ÷åé õðïóôÞñéîç
ãéá ôýðïõò óõíáñôÞóåùí, Üñá äåí åßíáé äõíáôüí íá Ý÷ïõìå óõíáñôÞóåéò õøçëüôåñçò ôÜîçò
(óõíáñôÞóåéò ðïõ äÝ÷ïíôáé ùò ðáñáìÝôñïõò óõíáñôÞóåéò Þ ðïõ åðéóôñÝöïõí ùò áðïôÝëåóìá
óõíáñôÞóåéò). Åðßóçò äåí õðÜñ÷åé õðïóôÞñéîç ãéá áëãåâñéêïýò ôýðïõò äåäïìÝíùí, ïðüôå äåí
ìðïñïýìå íá ïñßóïõìå, ãéá ðáñÜäåéãìá, ôýðï ëßóôáò. Ï ãåíéêüò ó÷åäéáóìüò ôçò ãëþóóáò äåí
áðïêëåßåé ôÝôïéïõò ôýðïõò, áëëÜ ï óõíäõáóìüò ôçò áõîçìÝíçò ðïëõðëïêüôçôáò óôçí õëïðïßçóç
ôïõ ìåôáãëùôôéóôÞ êáé ïé ëåðôïìÝñåéåò ôçò óõìðåñßëçøÞò ôïõò óôç ãëþóóá ìáò áðÝôñåøáí áðü
íá ôïõò åéóÜãïõìå óå áõôÞ ôç öÜóç. Ç õðïóôÞñéîç ôÝôïéùí ôýðùí åßíáé ï åðüìåíüò ìáò óôü÷ïò
óôç ó÷åäßáóç ôçò ãëþóóáò, êáé åõåëðéóôïýìå üôé óýíôïìá èá õðïóôçñßæïíôáé óå ìßá íÝá Ýêäïóç
ôçò.

Óôï õðüëïéðï ôïõ êåöáëáßïõ èá ðáñïõóéÜóïõìå ôç ãëþóóá áñ÷éêÜ ÷ùñßò íá ëáìâÜíïõìå
õðüøç ôá óôïé÷åßá ðïõ Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôïí ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò ðÝñáí ôùí
ðñï- êáé ìåôá-óõíèçêþí, Ýðåéôá ðåñéãñÜöïíôáò ôá óôïé÷åßá áõôÜ, êáé ôÝëïò ðáñáèÝôïíôáò
ðáñáäåßãìáôá ðñïãñáììÜôùí.

3.1 ÄïìÞ ðñïãñÜììáôïò êáé óýíôáîç ôçò Karooma

Ç äïìÞ åíüò ðñïãñÜììáôïò Karooma åßíáé ç åîÞò. Ïé ðñþôåò äýï äçëþóåéò åíüò ðñïãñÜììá-
ôïò Ý÷ïõí íá êÜíïõí ìå ôïí ðñïãñáììáôéóìü ìå áðïäåßîåéò êáé èá ôéò åîåôÜóïõìå óå âÜèïò
ðáñáêÜôù. ¸ðåéôá Ý÷ïõìå ôïõò ïñéóìïýò ôùí óõíáñôÞóåùí ôïõ ðñïãñÜììáôïò. ÅðåéäÞ äåí
õðÜñ÷åé êÜðïéïò ìç÷áíéóìüò åéóüäïõ-åîüäïõ þóôå íá ãßíåôáé åêôýðùóç áðïôåëåóìÜôùí, êáé
åðåéäÞ Ý÷ïõìå õëïðïéÞóåé ìåôáãëùôôéóôÞ êáé ü÷é äéåñìçíÝá ôçò ãëþóóáò, þóôå íá ìðïñïýìå
íá Ý÷ïõìå êÜðïéï äéáäñáóôéêü ôñüðï õðïâïëÞò åñùôÞóåùí ìå ôç ìïñöÞ êëÞóçò óõíÜñôçóçò
ãéá íá ëÜâïõìå áðïôåëÝóìáôá, Ý÷ïõìå åðéëÝîåé íá ïñßæïõìå ôï áðïôÝëåóìá ôïõ ðñïãñÜììáôïò
ìÝóá óå áõôü. ¸ôóé óôï ôÝëïò ôïõ ðñïãñÜììáôïò ðñÝðåé íá ïñßóïõìå ôï áðïôÝëåóìá ôïõ
ðñïãñÜììáôïò. Óå êÜèå óçìåßï ôïõ ðñïãñÜììáôïò åðéôñÝðïíôáé ó÷üëéá ìå ôç óýíôáîç ôçò
OCaml, äçëáäÞ ìÝóá óå ðáñåíèÝóåéò ìå áóôåñßóêï: (* êáé *). Ôá ó÷üëéá ìðïñåß íá åßíáé
öùëéáóìÝíá.

Óôï ó÷Þìá 3.1 ðåñéãñÜöåôáé óå ìïñöÞ EBNF ç óýíôáîç ôçò Karooma. Ç ãñáììáôéêÞ áõôÞ
åßíáé äéöïñïýìåíç, ïé áìöéóçìßåò üìùò áßñïíôáé áí ëçöèïýí õðüøç ïé áíáìåíüìåíïé êáíüíåò
ðñïôåñáéüôçôáò êáé ðñïóåôáéñéóôéêüôçôáò ôùí ôåëåóôþí, ïé ïðïßïé öáßíïíôáé óôïí ðßíáêá 3.1.
Ôï áñ÷éêü ìç-ôåñìáôéêü ôçò ãëþóóáò åßíáé ôï program. Êáëïýìå åêöñÜóåéò ôïõò üñïõò ðïõ
ðáñÜãïíôáé áðü ôï ìç-ôåñìáôéêü expr êáé ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ôïõò üñïõò ôïõ ìç-ôåñìáôéêïý
pred .

ÐåñéëçðôéêÜ, ïé åêöñÜóåéò ôçò ãëþóóáò áðïôåëïýíôáé áðü áêÝñáéåò êáé ëïãéêÝò óôáèåñÝò,
ôéò óõíçèéóìÝíåò ðñÜîåéò áõôþí, ôçí áíáöïñÜ óå ðáñáìÝôñïõò ôçò óõíÜñôçóçò, ôç äïìÞ if-then-
else êáé ôçí áíáäñïìéêÞ êëÞóç óõíáñôÞóåùí. Íá óçìåéþóïõìå üôé åðéôñÝðåôáé êáé áìïéâáßá
áíáäñïìÞ ìåôáîý óõíáñôÞóåùí, åíþ äåí õðïóôçñßæåôáé currying. (Õðåíèõìßæïõìå üôé currying
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〈letter〉 ::= \a"-\z" | \A"-\Z"
〈digit〉 ::= \0"-\9"
〈id〉 ::= 〈letter〉 ( 〈letter〉 | 〈digit〉 | \ ")∗

〈numconst〉 ::= 〈digit〉+
〈boolconst〉 ::= \true" | \false"
〈binop〉 ::= \+" | \−" | \∗" | \/"

| \<=" | \>=" | \<" | \>" | \==" | \! ="
| \&&" | \||"

〈unop〉 ::= \!"
〈program〉 ::= 〈repr〉 〈thrm〉 〈functiondef〉+ 〈res〉

〈repr〉 ::= \representation" 〈id〉 \."
〈thrm〉 ::= \theorems" 〈id〉 \."
〈functiondef〉 ::= \function" 〈id〉 \:" 〈vars〉 〈optpreds〉 \→" 〈var〉 〈optpreds〉 \is" 〈expr〉
〈res〉 ::= \result" \is" 〈expr〉 \."
〈vars〉 ::= 〈var〉 | 〈vars〉 \," 〈var〉
〈var〉 ::= 〈id〉 \:" 〈type〉
〈type〉 ::= \nat" | \bool"
〈optpreds〉 ::= [ (\[" 〈preds〉 \]") ]
〈preds〉 ::= 〈pred〉 | 〈preds〉 \," 〈pred〉
〈expr〉 ::= 〈id〉

| 〈numconst〉
| 〈boolconst〉
| 〈expr〉1 〈binop〉 〈expr〉2
| 〈unop〉 〈expr〉
| 〈id〉 \(" 〈expr〉1 \," 〈expr〉2 \," · · · \," 〈expr〉n \)"
| \if" 〈expr〉1 \then" 〈expr〉2 \else" 〈expr〉3
| \(" 〈expr〉 \)"

〈pred〉 ::= 〈id〉 | 〈numconst〉 | 〈boolconst〉
| 〈pred〉1 〈binop〉 〈pred〉2 | 〈unop〉 〈pred〉
| 〈id〉 \(" 〈pred〉1 \," 〈pred〉2 \," · · · \," 〈pred〉n \)" | \(" 〈pred〉 \)"

Ó÷Þìá 3.1: Óýíôáîç ôçò ãëþóóáò Karooma.

ïíïìÜæåôáé ç äõíáôüôçôá íá ÷åéñéæüìáóôå ìßá óõíÜñôçóç n ïñéóìÜôùí ùò óõíÜñôçóç åíüò
ïñßóìáôïò ðïõ åðéóôñÝöåé ìßá óõíÜñôçóç n − 1 ïñéóìÜôùí). ÊáôÜ ôç äÞëùóç óõíáñôÞóåùí
ðñÝðåé íá ðñïóÝ÷ïõìå íá äßíïõìå ïíüìáôá êáé ôýðïõò ôüóï óôéò ðáñáìÝôñïõò, üóï êáé óôçí
ôéìÞ åðéóôñïöÞò: åêôüò ôïõ ôýðïõ ôçò ôéìÞò ðïõ åðéóôñÝöåé ç óõíÜñôçóç, ðñÝðåé íá äßíïõìå êáé
üíïìá óå áõôÞí, þóôå íá ìðïñïýìå íá áíáöåñüìáóôå óå áõôÞ ìÝóá óôéò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò.
Åðßóçò, óå ðåñßðôùóç ðïõ èÝëïõìå íá äéáóöáëßóïõìå ôç ìåñéêÞ ïñèüôçôá ôçò óõíÜñôçóçò,
ðñÝðåé íá äßíïõìå ìÝóá óå áãêýëåò ôéò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ áðïôåëïýí ôéò ðñï-óõíèÞêåò êáé
ìåôá-óõíèÞêåò ôçò ÷ñÞóçò ôçò óõíÜñôçóçò.

Ðáñáôçñïýìå üôé ïé ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò Ý÷ïõí ôçí ßäéá óýíôáîç ìå ôéò åêöñÜóåéò, ìå ôçí
åîáßñåóç üôé äåí åðéôñÝðåôáé if-then-else. Åêôüò áõôïý, üðùò èá äïýìå ðáñáêÜôù, åíþ ïé
ìåôáâëçôÝò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ìÝóá óôéò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò åßíáé ïé ßäéåò ìå áõôÝò ôùí
åêöñÜóåùí, ïé óõíáñôÞóåéò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé åßíáé äéáöïñåôéêÝò áðü áõôÝò ðïõ ÷ñçóé-
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representation default.
theorems default.
function sqrt aux :

n : nat, aux : nat [ aux * aux ≤ n ] → r : nat [ r * r ≤ n, (r+1)*(r+1) > n ]
is

if (aux+1)*(aux+1) > n then
aux

else
sqrt aux(n,aux+1)

function sqrt :
n : nat → r : nat [ r * r ≤ n, (r+1) * (r+1) > n ]

is
sqrt aux(n, 0)

result is sqrt(160).

Ó÷Þìá 3.2: Ðñüãñáììá õðïëïãéóìïý ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò óôçí Karooma.

ìïðïéïýíôáé ìÝóá óôéò åêöñÜóåéò ôçò ãëþóóáò. ÄçëáäÞ åíþ, ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá
÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ìßá ðáñÜìåôñï ìåôÜ ôç äÞëùóÞ ôçò ùò ìÝñïò ìßáò ëïãéêÞò ðñüôáóçò, äåí
ìðïñïýìå íá êáëÝóïõìå ìßá óõíÜñôçóç ðïõ Ý÷ïõìå äçëþóåé êáíïíéêÜ, ìÝóá óôéò ëïãéêÝò
ðñïôÜóåéò. Ïé óõíáñôÞóåéò ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí ïñßæïíôáé ìå äéáöïñåôéêü ôñüðï áðü ôéò
êáíïíéêÝò óõíáñôÞóåéò êáé Ý÷ïõí äéáöïñåôéêü óêïðü ýðáñîçò, ôïí ïðïßï èá äïýìå ðáñáêÜôù.

Óôï ó÷Þìá 3.2 ðáñáèÝôïõìå Ýíá ðñþôï ðáñÜäåéãìá ðñïãñÜììáôïò óôç ãëþóóá Karooma.
Óôï ðáñÜäåéãìá áõôü õëïðïéåßôáé ç óõíÜñôçóç ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò öõóéêïý áñéèìïý (f(n) =
b√nc). Èá åîåôÜóïõìå ôç ëåéôïõñãßá ôïõ ðñïãñÜììáôïò ðéï áíáëõôéêÜ óôï õðïêåöÜëáéï 3.4.1.

Óå áõôü ôï óçìåßï ôá ìüíá óôïé÷åßá ôçò ãëþóóáò ðïõ äåí Ý÷ïõìå ðåñéãñÜøåé åßíáé ïé
äçëþóåéò representation êáé theorems. Óôá åðüìåíá õðïêåöÜëáéá èá äïýìå ôç óçìáóßá áõôþí
ôùí äçëþóåùí.

3.2 Ç äÞëùóç theorems

ÊáôÜ ôç ìåôáãëþôôéóç åíüò ðñïãñÜììáôïò Karooma, ðñïêýðôïõí ëüãù ôùí ðñï-óõíèçêþí
êáé ìåôá-óõíèçêþí äéÜöïñåò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ ðñÝðåé íá áðïäåé÷èïýí. Ãéá ðáñÜäåéãìá
êáôÜ ôçí êëÞóç ôçò óõíÜñôçóçò sqrt aux ðïõ åßäáìå óôï ó÷Þìá 3.2 ðñÝðåé íá áðïäåé÷èåß üôé
ôï ôåôñÜãùíï ôçò ðáñáìÝôñïõ aux åßíáé ìéêñüôåñï ßóï ôçò ðáñáìÝôñïõ n. Ïé ðåñéðôþóåéò üðïõ
ðñÝðåé íá áðïäåé÷èåß ìéá ëïãéêÞ ðñüôáóç åßíáé, ðåñéëçðôéêÜ, ïé ðáñáêÜôù. Ðéï áíáëõôéêÜ èá
äïýìå ôéò áðáéôÞóåéò áõôÝò óôï êåöÜëáéï 4.

• üôáí êáëåßôáé ìßá óõíÜñôçóç, ðñÝðåé íá ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí ïé ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò
ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ðñïóõíèÞêåò ôçò, áöïý áíôéêáôáóôáèïýí êáôáëëÞëùò óå áõôÝò ïé
ðáñÜìåôñïé ðïõ ðåñíïýìå

• üôáí ðñïêýðôåé ìßá ôéìÞ, áðïôÝëåóìá óõíÜñôçóçò, ðñÝðåé íá ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí ïé
ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óôéò ìåôáóõíèÞêåò ôçò, áöïý áíôéêáôáóôáèåß ç ôéìÞ
åðéóôñïöÞò óå áõôÝò
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• üôáí Ý÷ïõìå ìßá Ýêöñáóç if-then-else, ðñÝðåé íá ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß ç ëïãéêÞ ðñü-
ôáóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óõíèÞêç ôïõ if óôï ðñþôï ðáñáêëÜäé ôçò äïìÞò, åÜí ç óõíèÞêç
éó÷ýåé, êáé ç ÜñíçóÞ ôÞò, åÜí ç óõíèÞêç äåí éó÷ýåé. ¸ôóé åîáóöáëßæïõìå üôé êáé óôá äýï
ðáñáêëÜäéá ôïõ if Ý÷ïõìå áðüäåéîç ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ ãíùñßæïõìå üôé éó÷ýïõí. Ãé'áõôü
ôï ëüãï, áðáéôïýìå ôçí ýðáñîç áðüäåéîçò ãéá ôç ëïãéêÞ ðñüôáóç Cond(óõíèÞêç ôïõ if,
óõíèÞêç ôïõ if ùò ëïãéêÞ ðñüôáóç, Üñíçóç ôçò óõíèÞêçò ôïõ if ùò ëïãéêÞ ðñüôáóç). Ç
óõíÜñôçóç ëïãéêþí ðñïôÜóåùí Cond(b, p1, p2) åßíáé ìéá ðñïêáèïñéóìÝíç åéäéêÞ óõíÜñ-
ôçóç, ç ïðïßá åßíáé éóïäýíáìç ìå ôç ëïãéêÞ ðñüôáóç p1 üôáí ç óõíèÞêç b åßíáé áëçèÞò,
êáé éóïäýíáìç ìå ôç ëïãéêÞ ðñüôáóç p2 üôáí ç óõíèÞêç åßíáé øåõäÞò. ¸ôóé, Ý÷ïíôáò
áðüäåéîç ãéá áõôÞ, Ý÷ïõìå áðüäåéîç ãéá ôçí êáôÜëëçëç ðñüôáóç åê ôùí äýï ðéèáíþí.

Ïé ðñïôÜóåéò áõôÝò áðïäåéêíýïíôáé áðü Ýíáí ìç÷áíéóìü áõôüìáôçò áðüäåéîçò ðïõ äéáèÝôåé
ï ìåôáãëùôôéóôÞò. Áõôüò ÷ñçóéìïðïéåß äýï óýíïëá ãéá ôçí êáôáóêåõÞ ôùí áðïäåßîåùí: ôï
óýíïëï ôùí äéáèÝóéìùí áðïäåßîåùí, êáé ôï óýíïëï ôùí èåùñçìÜôùí. ÓõíèÝôåé êáôáëëÞëùò ôá
óôïé÷åßá áõôþí ôùí óõíüëùí ðñïò êáôáóêåõÞ ôùí áðïäåßîåùí ôùí ðñïôÜóåùí. Áí ïé ðñïôÜóåéò
äåí ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí, ôï ðñüãñáììá èåùñåßôáé åóöáëìÝíï êáé ç ìåôáãëþôôéóÞ ôïõ
ôåñìáôßæåôáé.

Ôï óýíïëï ôùí äéáèÝóéìùí áðïäåßîåùí åîáñôÜôáé áðü ôï óçìåßï ôïõ ðñïãñÜììáôïò üðïõ
âñéóêüìáóôå. ÌÝóá óôï óþìá ìéáò óõíÜñôçóçò ìå ïñéóìÝíåò ðñïóõíèÞêåò, äéáèÝôïõìå áðï-
äåßîåéò ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå áõôÝò. Óôï áëçèÝò ìÝñïò ìßáò Ýêöñáóçò
if-then-else, Ý÷ïõìå áðüäåéîç ãéá ôçí ëïãéêÞ ðñüôáóç ðïõ áíôéóôïé÷åß óôç óõíèÞêç ôïõ if, åíþ
óôï øåõäÝò, Ý÷ïõìå áðüäåéîç ãéá ôçí Üñíçóç áõôÞò ôçò ðñüôáóçò. ÔÝëïò ìåôÜ ôçí êëÞóç ìßáò
óõíÜñôçóçò ìå ïñéóìÝíåò ìåôáóõíèÞêåò, Ý÷ïõìå áðüäåéîç ôùí ðñïôÜóåùí ðïõ áíôéóôïé÷ïýí óå
áõôÝò, áí áíôéêáôáóôÞóïõìå êáôáëëÞëùò ôéò ôéìÝò ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò óõíÜñôçóçò.

Ôï óýíïëï ôùí èåùñçìÜôùí åßíáé óôáèåñü óå Ýíá ðñüãñáììá, êáé ðåñéãñÜöåôáé óå îå÷ù-
ñéóôü áñ÷åßï ìå óõãêåêñéìÝíç óýíôáîç, ôï ïðïßï ïíïìÜæïõìå áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí. Ç
äÞëùóç theorems åíüò ðñïãñÜììáôïò Karooma õðÜñ÷åé áêñéâþò þóôå íá ðñïóäéïñßæåôáé ôï
áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß áðü ôï ìç÷áíéóìü áõôüìáôçò áðüäåéîçò ôïõ
ìåôáãëùôôéóôÞ. Ôá èåùñÞìáôá áðïôåëïýíôáé áðü ìßá ëïãéêÞ ðñüôáóç-óôü÷ï, êáèþò êáé áðü
ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò-õðïèÝóåéò. Åðßóçò åðéôñÝðåôáé íá Ý÷ïõí êÜðïéåò åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò. Ãéá
ðáñÜäåéãìá, ôï èåþñçìá \åÜí ï öõóéêüò áñéèìüò ν åßíáé äéÜöïñïò ôïõ 0 ôüôå åßíáé ìåãáëýôåñïò
ßóïò ôïõ 1", èá åß÷å ùò åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ ôï ν, ùò ðñüôáóç-óôü÷ï ôçí \ν ìåãáëýôåñïò ßóïò
ôïõ 1", êáé ùò ðñüôáóç-õðüèåóç ôçí \ν äéÜöïñï ôïõ 0". ÅðéôñÝðïíôáé åðßóçò èåùñÞìáôá ÷ùñßò
êáìßá ëïãéêÞ ðñüôáóç-õðüèåóç, ôá ïðïßá áðïôåëïýí áîéþìáôá.

Ôï áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí ðåñéÝ÷åé åêôüò áðü ôá èåùñÞìáôá, êáé ôéò äçëþóåéò ÷ñÞóôç
ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ ìðïñïýí íá ÷ñçóéìïðïéçèïýí óôïõò üñïõò ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí.
Ç ýðáñîÞ ôïõò êñßíåôáé áíáãêáßá þóôå íá ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ
äåí ìðïñïýí íá åêöñáóôïýí áëëéþò, ìå áðïôÝëåóìá íá Ý÷ïõìå äõíáôüôçôá ãéá ðéï áêñéâåßò
ðñïäéáãñáöÝò ïñèüôçôáò ôùí óõíáñôÞóåùí. Ãéá ðáñÜäåéãìá, åÜí ìßá óõíÜñôçóç åðéóôñÝöåé
ðñþôïõò áñéèìïýò, ìå äåäïìÝíç ôç ìïñöÞ ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí, äåí ìðïñåß íá åêöñáóôåß
êÜôé ôÝôïéï óôç ìåôáóõíèÞêç ôçò óõíÜñôçóçò, åêôüò êáé åÜí ïñßóïõìå Ýíá ó÷åôéêü êáôçãüñçìá
prime ìå üñéóìá áêåñáßïõ ìÝóá óôï áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí. Ðáñïìïßùò, èá ìðïñïýóáìå íá
ïñßóïõìå ìßá óõíÜñôçóç ëïãéêþí ðñïôÜóåùí power ìå äýï ïñßóìáôá áêåñáßùí, ç ïðïßá èá
áíôéóôïé÷åß óôçí ýøùóç áñéèìïý óå åêèÝôç. ¸ôóé èá ìðïñïýóáìå íá äþóïõìå ìßá áêñéâÞ
ìåôáóõíèÞêç ãéá ôçí áíôßóôïé÷ç óõíÜñôçóç ìÝóá óå Ýíá ðñüãñáììá Karooma.

Íá óçìåéþóïõìå üôé ç åíäåéêíõüìåíç ôáêôéêÞ ãéá ôïí ðñïãñáììáôéóìü óôçí Karooma
åðéâÜëëåé ôï áñ÷åßï èåùñçìÜôùí íá åßíáé óôáèåñü ìåôáîý ôùí äéáöüñùí ðñïãñáììÜôùí. ¸ôóé,
ôá èåùñÞìáôá ðïõ Ý÷ïõí åéóá÷èåß ãéá Ýíá ðñüãñáììá ìðïñïýí íá åðáíá÷ñçóéìïðïéçèïýí ãéá
êÜðïéï Üëëï, êáé ìüíïí åÜí ôá Þäç õðÜñ÷ïíôá èåùñÞìáôá äåí áñêïýí ãéá ôçí áðüäåéîç üëùí
ôùí ðñïôÜóåùí åíüò ðñïãñÜììáôïò ðñÝðåé íá ðñïóôßèåíôáé íÝá.

Óôï ó÷Þìá 3.3 öáßíåôáé ç óýíôáîç ôïõ áñ÷åßïõ èåùñçìÜôùí. Ï áñ÷éêüò êáíüíáò ôçò ãñáì-
ìáôéêÞò åßíáé ï thrmfile. ¼ðùò öáßíåôáé óôï ó÷Þìá, ç äÞëùóç åíüò èåùñÞìáôïò ðåñéëáìâÜíåé
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〈〈ptype〉〉 ::= \nat" | \bool" | \prop"
〈〈thrm�le〉〉 ::= 〈predfunc〉∗ 〈theorem〉∗
〈〈predfunc〉〉 ::= \predicate" 〈id〉 \:"( 〈ptype〉 \,")∗ 〈ptype〉 \→" 〈ptype〉
〈〈theorem〉〉 ::= 〈prooftrm〉 〈tvars〉 〈rule〉
〈〈rule〉〉 ::= 〈pred〉 \←"( 〈pred〉 \,")∗ 〈pred〉 \."

| 〈pred〉 \."
〈〈prooftrm〉〉 ::= \(" 〈id〉 \)"
〈〈tvars〉〉 ::= ε | \["( 〈tvar〉 \,")∗ 〈tvar〉 \]"
〈〈tvar〉〉 ::= 〈id〉 \:" 〈ptype〉

Ó÷Þìá 3.3: Óýíôáîç ôïõ áñ÷åßïõ èåùñçìÜôùí ôçò Karooma.

predicate prime : nat → prop.

(notEQ0isLE1) [n : nat ] n ≥ 1 ← n != 0.

Ó÷Þìá 3.4: ÐáñÜäåéãìá äçëþóåùí ôïõ áñ÷åßïõ èåùñçìÜôùí ôçò Karooma.

ôÝóóåñá óôïé÷åßá: Ýíá áíáãíùñéóôéêü, ôç äÞëùóç ôùí åëåýèåñùí ìåôáâëçôþí ôïõ èåùñÞìáôïò,
ôçí ëïãéêÞ ðñüôáóç-óôü÷ï ôïõ èåùñÞìáôïò, êáé ôéò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò-õðïèÝóåéò. Ôï áíáãíù-
ñéóôéêü ðñÝðåé íá áíôéóôïé÷åß óå Ýíáí üñï NFLINT ðïõ áðïôåëåß ôçí áðüäåéîç ôïõ èåùñÞìáôïò.
Ï üñïò áõôüò ðñÝðåé íá ðåñéëáìâÜíåôáé, ìáæß ìå Üëëá óôïé÷åßá ðïõ èá äïýìå ðáñáêÜôù, óôï
áñ÷åßï ôçò áíáðáñÜóôáóçò. Ãéá ôç äÞëùóç ìßáò óõíÜñôçóçò ëïãéêþí ðñïôÜóåùí áñêåß ï ðñïó-
äéïñéóìüò ôùí ôýðùí ôùí ðáñáìÝôñùí ôçò êáé ôïõ ôýðïõ áðïôåëÝóìáôüò ôçò. Íá óçìåéþóïõìå
ôçí ðñïóèÞêç ôïõ íÝïõ ôýðïõ prop, ï ïðïßïò åßíáé ï ôýðïò ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí { äçëáäÞ
êÜèå ëïãéêÞ ðñüôáóç ðñÝðåé íá Ý÷åé áõôü ôïí ôýðï. ÅðïìÝíùò, ãéá íá ïñßóïõìå Ýíá ëïãéêü
êáôçãüñçìá, ðñÝðåé íá äþóïõìå áõôüí ôïí ôýðï åðéóôñïöÞò. Ôá óôïé÷åßá áõôÜ èá åîåôáóôïýí
ìå ìåãáëýôåñç ëåðôïìÝñåéá óôï êåöÜëáéï 4.

Óôï ó÷Þìá 3.4 öáßíåôáé Ýíá ðáñÜäåéãìá äÞëùóçò óõíÜñôçóçò ëïãéêþí ðñïôÜóåùí (ôïõ
êáôçãïñÞìáôïò prime ãéá ðñþôïõò áñéèìïýò), êáé Ýíá ðáñÜäåéãìá äÞëùóçò èåùñÞìáôïò (ôïõ
èåùñÞìáôïò ν 6= 0⇒ ν ≥ 1).

3.3 Ç äÞëùóç representation

¸íá ðñüãñáììá Karooma ìåôáãëùôôßæåôáé, üðùò Ý÷ïõìå ðåé, óå åíäéÜìåóï êþäéêá ãéá ôï
óýóôçìá NFLINT. Ï ó÷åäéáóìüò ôïõ óõóôÞìáôïò áõôïý ìïéÜæåé óôç ãëþóóá Vero ðïõ åßäáìå
óôï êåöÜëáéï 2.5, ìå ôç äéáöïñÜ üôé ôï NFLINT åßíáé ÷áìçëüôåñïõ åðéðÝäïõ. ¸ôóé ôï NFLINT
ðåñéëáìâÜíåé ìßá ãëþóóá ôýðùí (áíôßóôïé÷ç ôçò ãëþóóá áðïäåßîåùí ôçò Vero), êáé ìßá ãëþóóá
õðïëïãéóìþí. Ãßíåôáé ÷ñÞóç singleton ôýðùí ãéá ôïõò áêåñáßïõò, êáé Ýôóé Ýíáò áêÝñáéïò üñïò
óôç ãëþóóá õðïëïãéóìþí ôïõ NFLINT åîáñôÜôáé áðü ìßá áíáðáñÜóôáóç áõôïý ôïõ üñïõ óôç
ãëþóóá ôýðùí.

Ç äÞëùóç representation ãßíåôáé óå Ýíá ðñüãñáììá Karooma þóôå íá ðñïóäéïñéóôåß Ýíá
áñ÷åßï óôç ãëþóóá ôïõ óõóôÞìáôïò NFLINT, ôï ïðïßï ðåñéëáìâÜíåé ôïí ïñéóìü ôïõ åßäïõò ôçò
áíáðáñÜóôáóçò ôùí áêåñáßùí, êáèþò êáé ôçí áíáðáñÜóôáóç ôùí óôïé÷åéùäþí ðñÜîåùí ìåôáîý
áêåñáßùí, óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí. Åðßóçò, ðñÝðåé íá ðåñéëáìâÜíåé ôïí ïñéóìü ôùí üñùí ðïõ
áðïäåéêíýïõí ôá äéÜöïñá èåùñÞìáôá ðïõ ðåñéãñÜöïíôáé óôï áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí. ÔÝëïò,
ðñÝðåé íá ïñßæïíôáé êáé ïé üñïé óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí ðïõ áíáðáñéóôïýí ôéò óõíáñôÞóåéò
ëïãéêþí ðñïôÜóåùí ðïõ ïñßæïíôáé óôï áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí.
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(GTorLEprf) [x:nat, y:nat ] Cond(x>y, x>y, x≤y).
(LE 0 n) [n:nat ] 0*0 ≤ n.

Ó÷Þìá 3.5: ÈåùñÞìáôá ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò.

ÁíÜëïãá ìå ôï åßäïò ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôùí áêåñáßùí óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí ðïõ åðéëÝ-
ãïõìå, êáé ìå ôçí ðëçñïöïñßá ðïõ ðåñéÝ÷åôáé óôçí áíáðáñÜóôáóç áõôÞ, ðñïóäéïñßæåôáé êáé ç
äõóêïëßá áðüäåéîçò ôùí èåùñçìÜôùí. ÅÜí, ãéá ðáñÜäåéãìá, åðéëÝîïõìå ç áíáðáñÜóôáóç ôùí
áêåñáßùí íá åßíáé ï ìïíáäéáßïò ôýðïò, ïðüôå Ý÷ïõìå ìçäåíéêÞ ðëçñïöïñßá óôï åðßðåäï ôùí
ôýðùí áöïý üëïé ïé áêÝñáéïé áíáðáñßóôáíôáé ìå ôçí ßäéá, ìïíáäéêÞ, óôáèåñÜ, ôüôå ç áðüäåéîç
üëùí ôùí èåùñçìÜôùí åßíáé ìßá ôåôñéììÝíç äéáäéêáóßá. Ãéá ðáñÜäåéãìá, ìðïñïýìå íá \áðïäåß-
îïõìå" ãéá êÜèå ν êáé µ üôé ν < µ, áöïý ç ó÷Ýóç ìéêñüôåñï õðïâéâÜæåôáé óôçí ðÜíôá áëçèÞ
ðñüôáóç. Ç åðéëïãÞ áõôÞò ôçò áíáðáñÜóôáóçò, üðùò åßíáé öõóéêü, óõíåðÜãåôáé üôé äåí Ý÷ïõìå
ïõóéáóôéêÞ áðüäåéîç ìåñéêÞò ïñèüôçôáò ãéá ôá ðñïãñÜììáôá, áöïý üëåò ïé óõíèÞêåò éó÷ýïõí
ôåôñéììÝíá. Áíôßèåôá, áí åðéëÝîïõìå ôçí ðëÞñç áíáðáñÜóôáóç ãéá ôïõò áêåñáßïõò {äçëáäÞ,
ùò óôïé÷åßá åíüò ôýðïõ ðïõ Ý÷åé êáôáóêåõáóôÝò ãéá ôï ìçäÝí êáé ôç óõíÜñôçóç åðïìÝíïõ{ ç
áðüäåéîç ôùí èåùñçìÜôùí åßíáé óõ÷íÜ ðïëýðëïêç äéáäéêáóßá, áëëÜ åîáóöáëßæïõìå ôç ìåñéêÞ
ïñèüôçôá ôùí ðñïãñáììÜôùí.

Óå ìåëëïíôéêÞ Ýêäïóç ôçò ãëþóóáò üðïõ èá õðïóôçñßæïíôáé êáé áíáäñïìéêïß ôýðïé ïñéóìÝ-
íïé áðü ôï ÷ñÞóôç, üðùò ï ôýðïò ëßóôáò, ôï áñ÷åßï áíáðáñÜóôáóçò èá ðñÝðåé íá Ý÷åé ðáñüìïéá
äÞëùóç áíáðáñÜóôáóçò óôï åðßðåäï ôýðùí êáé ãéá áõôïýò ôïõò ôýðïõò. ¸ôóé, èá ìðïñïýìå
íá åðéëÝãïõìå ãéá ðáñÜäåéãìá, áí ïé ëßóôåò èá áíáðáñßóôáíôáé ìå ôïí ìïíáäéáßï ôýðï (ïðüôå
ï ôýðïò ôçò ëßóôáò äåí åßíáé, ïõóéáóôéêÜ, åîáñôþìåíïò), ìå áêÝñáéï ðïõ áíôéóôïé÷åß óôï ìÞ-
êïò ôçò ëßóôáò (ïðüôå ï ôýðïò ôçò ëßóôáò åßíáé åîáñôþìåíïò áðü ôï ìÞêïò ôçò ëßóôáò, êáé
ìðïñïýìå ãéá ðáñÜäåéãìá íá áðïäåéêíýïõìå üôé ç óõíÜñôçóç óõíÝíùóçò ëéóôþí åðéóôñÝöåé
ëßóôá ìå ìÞêïò ßóï ìå ôï Üèñïéóìá ôùí ìçêþí ôùí ëéóôþí-ïñéóìÜôùí), Þ áêüìç êáé ìå ëßóôá
ôïõ åðéðÝäïõ ôùí ôýðùí (ïðüôå ìðïñïýìå íá ðñïäéáãñÜöïõìå åðáêñéâþò êáé íá áðïäåéêíýïõìå
ðïëýðëïêá êáôçãïñÞìáôá üðùò ôï åÜí ìßá ëßóôá åßíáé ôáîéíïìçìÝíç).

Áðü ôá ðáñáðÜíù åßíáé öáíåñÞ ç ÷ñçóéìüôçôá ôçò äõíáôüôçôá ðáñáìåôñïðïßçóçò ôçò áíá-
ðáñÜóôáóçò ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìÝóù ôçò ó÷åôéêÞò äÞëùóçò. ¸ôóé, åÜí äåí ìáò åíäéáöÝñåé
ç ìåñéêÞ ïñèüôçôá ôïõ ðñïãñÜììáôïò, åðéëÝãïõìå ôç ìïíáäéáßá áíáðáñÜóôáóç êáé ðñïãñáììá-
ôßæïõìå ìå ôïí ßäéï ôñüðï üðùò óå ìßá êïéíÞ óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá. ÅÜí üìùò ìáò åíäéáöÝñåé
ç ïñèüôçôá, åðéëÝãïõìå ôçí ðëÞñç áíáðáñÜóôáóç, üðïõ èá ðñÝðåé íá åéóÜãïõìå êáôÜëëçëá
èåùñÞìáôá êáé áðïäåßîïõìå ãéá üóåò ðñïôÜóåéò ðñïêýøïõí êáôÜ ôçí õëïðïßçóç ôïõ ðñïãñÜì-
ìáôïò.

¼ðùò êáé ôï áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí, èåùñïýìå üôé êáé ôï áñ÷åßï ôçò áíáðáñÜóôáóçò åßíáé
óôáèåñü (äåí ãñÜöåôáé îå÷ùñéóôÜ ãéá êÜèå ðñüãñáììá), þóôå ïé åðåêôÜóåéò áõôïý ãéá êÜðïéï
ðñüãñáììá íá åßíáé äéáèÝóéìåò êáé ãéá Üëëá. Åðßóçò, åßíáé öáíåñÞ ç óýíäåóç ôùí äýï äçëþ-
óåùí: Ýíá áñ÷åßï èåùñçìÜôùí ðïõ Ý÷åé ãñáöôåß ðñïò ÷ñÞóç ìå ôçí êáíïíéêÞ áíáðáñÜóôáóç
äåí ìðïñåß íá ÷ñçóéìïðïéçèåß ìå ôçí ìïíáäéáßá Þ êÜðïéá Üëëç.

Êëåßíïíôáò íá áíáöÝñïõìå üôé ç ôñÝ÷ïõóá Ýêäïóç ôçò Karooma Ý÷åé ôéò äýï ðéèáíÝò áíáðá-
ñáóôÜóåéò, êáé ôá áíôßóôïé÷á áñ÷åßá èåùñçìÜôùí ðïõ áíáöÝñáìå: ôçí ìïíáäéáßá áíáðáñÜóôáóç
ç ïðïßá áíáöÝñåôáé ùò unit êáé ôçí ðëÞñç áíáðáñÜóôáóç ðïõ áíáöÝñåôáé ùò default.

3.4 Ðáñáäåßãìáôá ðñïãñáììÜôùí Karooma

3.4.1 ÔåôñáãùíéêÞ ñßæá öõóéêïý áñéèìïý

ÅðéóôñÝöïõìå óôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ó÷Þìáôïò 3.2, ãéá íá åîåôÜóïõìå ðéï áíáëõôéêÜ ôç ëåé-
ôïõñãßá ôïõ. ¼ðùò åß÷áìå áíáöÝñåé ðáñáðÜíù, óôï ðñüãñáììá áõôü õëïðïéåßôáé ç óõíÜñôçóç
ôåôñáãùíéêÞò ñßæáò öõóéêïý áñéèìïý. Ãéá ôï áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò áõôÞò ðñÝðåé íá
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éó÷ýåé: (b√nc)2 ≤ n ∧ (b√nc + 1)2 > n). ÁõôÞ åßíáé êáé ç ìåôá-óõíèÞêç ôçò óõíÜñôçóçò
sqrt ôïõ ðñïãñÜììáôïò. Ç sqrt êáëåß ôçí âïçèçôéêÞ óõíÜñôçóç sqrt aux, ç ïðïßá äïêéìÜæåé
óåéñéáêÜ ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò îåêéíþíôáò áðü ôï 0, þóôå íá âñåé ôï áðïôÝëåóìá ôçò óõ-
íÜñôçóçò. Ç sqrt aux äÝ÷åôáé äýï ìåôáâëçôÝò { ôï áñ÷éêü üñéóìá n êáé ôçí ôñÝ÷ïõóá ôéìÞ
ðïõ äïêéìÜæåôáé, aux. Ç ðñïóõíèÞêç ôçò óõíÜñôçóçò åðéâÜëëåé ôï ôåôñÜãùíï ôçò aux íá åßíáé
ìéêñüôåñï ßóï ôïõ n. ÅðïìÝíùò ãéá íá éêáíïðïéåßôáé ç ìåôáóõíèÞêç áñêåß ôï ôåôñÜãùíï ôïõ
åðïìÝíïõ ôçò aux íá åßíáé ìåãáëýôåñï ôïõ n, êáé áõôüò åßíáé ï Ýëåã÷ïò ðïõ ãßíåôáé óôçí
õëïðïßçóç ôçò óõíÜñôçóçò. Óôçí ðåñßðôùóç ðïõ áõôü äåí éó÷ýåé, äïêéìÜæïõìå ìå ôïí åðüìåíï
áñéèìü, ãéá ôïí ïðïßï ìðïñåß íá áðïäåé÷èåß üôé ôï ôåôñÜãùíü ôïõ åßíáé ìéêñüôåñï ßóï ôïõ n
(åßíáé ç Üñíçóç ôçò óõíèÞêçò ôïõ if), äçëáäÞ ç ðñïóõíèÞêç ôçò sqrt aux éó÷ýåé.

¼ðùò ðáñáôçñïýìå Ý÷åé ÷ñçóéìïðïéçèåß ç ðëÞñçò áíáðáñÜóôáóç, ïðüôå Ý÷åé åíäéáöÝñïí íá
äïýìå ðïéá èåùñÞìáôá åßíáé áðáñáßôçôá ãéá ôçí åðéôõ÷Þ áðüäåéîç ôçò ïñèüôçôáò ôïõ óõãêåêñé-
ìÝíïõ ðñïãñÜììáôïò. Óôï ó÷Þìá 3.5 öáßíïíôáé üëá ôá èåùñÞìáôá ðïõ åßíáé áðáñáßôçôá, êáé
ðáñáêÜôù èá äïýìå ðþò áðïäåéêíýïíôáé üëåò ïé ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ ðñïêýðôåé üôé ðñÝðåé
íá áðïäåé÷èïýí áðü ôï ðñüãñáììá.

Îåêéíïýìå áðü ôç óõíÜñôçóç sqrt aux. Êáô'áñ÷Üò, ç ÷ñÞóç ôçò äïìÞò if-then-else ìå ôç
óõíèÞêç (aux + 1) * (aux + 1) > n, ðñïûðïèÝôåé áðüäåéîç ãéá ôçí ëïãéêÞ ðñüôáóç:

Cond((aux+1) * (aux+1) > n,
(aux+1) * (aux+1) > n,
(aux+1) * (aux+1) ≤ n)

Ç ðñüôáóç áõôÞ áðïäåéêíýåôáé ìå ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò GTorLEprf, áíôéêáèéóôþíôáò
ôç ìåôáâëçôÞ x ìå (aux+1)*(aux+1), êáé ôç ìåôáâëçôÞ y ìå n. Ç åðéóôñïöÞ ôçò ôéìÞò aux
ùò áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò, óôï áëçèÝò ðáñáêëÜäé ôïõ if, ðñïûðïèÝôåé áðüäåéîç ãéá ôçí
ðñüôáóç aux * aux <= n, ç ïðïßá ðáñÝ÷åôáé áðåõèåßáò áðü ôçí ðñïóõíèÞêç ôçò óõíÜñôç-
óçò, êáé ãéá ôçí ðñüôáóç (aux+1) * (aux+1) > n õðÜñ÷åé áðüäåéîç ëüãù ôïõ if. Ç êëÞóç
ôçò óõíÜñôçóçò sqrt aux óôï øåõäÝò ðáñáêëÜäé ôïõ if, ðñïûðïèÝôåé áðüäåéîç ãéá ôçí ðñüôáóç
(aux+1) * (aux+1) <= n, ç ïðïßá ðáñÝ÷åôáé áðåõèåßáò ëüãù ôïõ if. Ôï áðïôÝëåóìá áõôÞò
ôçò êëÞóçò åßíáé êáé ôï áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò. ¸ôóé Ý÷ïíôáò ôçí áðüäåéîç ôùí ìåôá-
óõíèçêþí ãéá ôï áðïôÝëåóìá áõôü áðü ôçí êëÞóç ôçò óõíÜñôçóçò, Ý÷ïõìå ðñïöáíþò êáé ôçí
áðüäåéîç ôùí ìåôáóõíèçêþí ôçò óõíÜñôçóçò.

Óôç óõíÜñôçóç sqrt, ëüãù ôçò êëÞóçò ôçò sqrt aux, ðñÝðåé íá áðïäåé÷èåß ç ðñüôáóç
0*0<=n. ÁõôÞ áðïäåéêíýåôáé ìå ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò LE 0 n. Ç áðüäåéîç ôùí ìåôáóõí-
èçêþí åßíáé ðñïöáíÞò.

ÔÝëïò, åðåéäÞ ç óõíÜñôçóç sqrt äåí Ý÷åé ðñïóõíèÞêåò, ç êëÞóç ôçò óôï áðïôÝëåóìá äåí
ðñïûðïèÝôåé ôçí ýðáñîç áðüäåéîçò ãéá êÜðïéá ðñüôáóç.

3.4.2 ¾øùóç áñéèìïý óå äýíáìç

Óôï ó÷Þìá 3.6 äßíåôáé ï êþäéêáò ãéá Ýíá ðñüãñáììá ýøùóçò áñéèìïý óå äýíáìç. Ç õëïðïßçóç
ôçò êýñéáò óõíÜñôçóçò ôïõ ðñïãñÜììáôïò ãßíåôáé ìå ôïí ðñïöáíÞ ôñüðï, äçëáäÞ åðéóôñÝöï-
íôáò 1 åÜí ï åêèÝôçò åßíáé 0, Þ åðéóôñÝöïíôáò ôï ãéíüìåíï ôçò âÜóçò åðß ôï áðïôÝëåóìá ôçò
áíáäñïìéêÞò êëÞóçò ôçò óõíÜñôçóçò ìå ôïí ðñïçãïýìåíï åêèÝôç.

Ãéá íá ïñßóïõìå åðáêñéâþò ôç ìåôáóõíèÞêç ôçò óõíÜñôçóçò, Ý÷ïõìå ïñßóåé óôï áñ÷åßï
èåùñçìÜôùí ìßá íÝá óõíÜñôçóç ëïãéêþí ðñïôÜóåùí, ôçí power, ç ïðïßá ëáìâÜíåé äýï öõóéêïýò
áñéèìïýò ùò ïñßóìáôá êáé åðéóôñÝöåé åðßóçò öõóéêü áñéèìü. Åðßóçò ç õëïðïßçóç áõôÞò óôï
åðßðåäï ôùí ôýðùí õðÜñ÷åé óôï áñ÷åßï áíáðáñÜóôáóçò. ¸ôóé ç ìåôáóõíèÞêç ôçò óõíÜñôçóçò
åßíáé áðëÜ, ôï áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò íá éóïýôáé ìå ôçí ýøùóç ôçò âÜóçò óôïí åêèÝôç.

Ïé äçëþóåéò óôï áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí ðïõ åßíáé áðáñáßôçôåò ãéá ôçí åðéôõ÷Þ ìåôáãëþô-
ôéóç ôïõ óõãêåêñéìÝíïõ áñ÷åßïõ öáßíïíôáé óôï ó÷Þìá 3.7. Ç ÷ñÞóç ôïõ if ðñïûðïèÝôåé ôçí
ýðáñîç áðüäåéîçò ãéá ôçí ðñüôáóç Cond(y==0, y==0, y!=0), ç ïðïßá êáôáóêåõÜæåôáé ìÝóù
ôïõ èåùñÞìáôïò EQorNEQprf. Óôï áëçèÝò ðáñáêëÜäé ôïõ if, ç åðéóôñïöÞ ôïõ 1 ùò áðïôÝ-
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representation default.
theorems default.

function power :
x : nat, y : nat → r : nat [ power(x,y) == r ]

is
if y == 0 then

1
else

x * power(x,y-1)

result is power(5,4).

Ó÷Þìá 3.6: Ðñüãñáììá ýøùóçò áñéèìïý óå äýíáìç óôçí Karooma.

predicate power : nat, nat → nat.

(EQorNEQprf) [x:nat, y:nat ] Cond(x==y, x==y, x!=y).
(natPowerZero) [x:nat, y:nat ] power(x,y) == 1 ← y == 0.
(natPowerNext) [x:nat, y:nat, r:nat ] power(x,y) == x * r

← power(x,y-1) == r, y > 0.
(notEq0isGT0) [n:nat ] n > 0 ← n != 0.

Ó÷Þìá 3.7: ÈåùñÞìáôá ãéá ôï ðáñÜäåéãìá ýøùóçò áñéèìïý óå äýíáìç.

ëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò ðñïûðïèÝôåé ôçí ýðáñîç áðüäåéîçò ãéá ôçí ðñüôáóç power(x,y)==1, ç
ïðïßá áðïäåéêíýåôáé áðü ôï èåþñçìá natPowerZero, áí ëÜâïõìå õðüøç êáé ôçí áðüäåéîç ãéá ôç
óõíèÞêç ôïõ if ðïõ äéáèÝôïõìå óôï ðáñáêëÜäé áõôü. Óôï øåõäÝò ðáñáêëÜäé, ç åðéóôñïöÞ ôïõ
áðïôåëÝóìáôïò ðñïûðïèÝôåé ôçí ýðáñîç áðüäåéîçò ãéá ôçí ðñüôáóç power(x,y) == x*r, åÜí
ãíùñßæïõìå üôé ãéá ôï r éó÷ýåé power(x,y-1) == r. Ç ðñüôáóç áðïäåéêíýåôáé ìå ôç ÷ñÞóç
ôïõ èåùñÞìáôïò natPowerNext, ôï ïðïßï áðáéôåß êáé ìßá áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò y > 0. ÁõôÞ
áðïäåéêíýåôáé ìå ôç ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò notEq0isGT0.

3.4.3 ¾øùóç áñéèìïý óå äýíáìç, ìå ÷ñÞóç áíáäñïìÞò ïõñÜò

Óôï ó÷Þìá 3.8 ðáñïõóéÜæåôáé Ýíá ðñüãñáììá ðïõ õëïðïéåß ôçí ýøùóç áñéèìïý óå äýíáìç
ìå ôñüðï ðéï áðïäïôéêü áðü ôï ðáñÜäåéãìá ôïõ ó÷Þìáôïò 3.6. Áõôü åðéôõã÷Üíåôáé ìå ôç
÷ñÞóç áíáäñïìÞò ïõñÜò (tail recursion), ìßá ãíùóôÞ ôå÷íéêÞ âåëôéóôïðïßçóçò ðñïãñáììÜôùí
óõíáñôçóéáêþí ãëùóóþí. ÂÜóåé ôçò ôå÷íéêÞò áõôÞò, üôáí ãßíåôáé ìßá áíáäñïìéêÞ êëÞóç
óõíÜñôçóçò, ðñÝðåé íá ìçí ÷ñçóéìïðïéåßôáé ôï áðïôÝëåóìá áõôÞò ùò ìÝñïò ìéáò ðéï ðïëýðëïêçò
Ýêöñáóçò, áëëÜ íá åðéóôñÝöåôáé ùò Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò. ¸íáò äéåñìçíÝáò Þ
ìåôáãëùôôéóôÞò ôçò åêÜóôïôå ãëþóóáò, åÜí åíôïðßóåé áíáäñïìÞ ïõñÜò, ìðïñåß íá åêôåëÝóåé Þ
íá ìåôáãëùôôßóåé ôçí áíáäñïìéêÞ êëÞóç ôçò óõíÜñôçóçò ìå ôñüðï ðéï áðïäïôéêü áðü ü,ôé ìßá
áíáäñïìéêÞ êëÞóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò ìÝñïò Ýêöñáóçò.

Áõôü äéêáéïëïãåßôáé ùò åîÞò. Ùò ãíùóôüí ç êëÞóç óõíáñôÞóåùí ÷ñçóéìïðïéåß ìßá óôïßâá
üðïõ åéóÜãïíôáé ïé ðáñÜìåôñïé êáèþò êáé ç ôéìÞ áðïôåëÝóìáôïò ôçò åêÜóôïôå êëÞóçò. ÅÜí ç
ôéìÞ áðïôåëÝóìáôïò ìßáò áíáäñïìéêÞò êëÞóçò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò ìÝñïò Ýêöñáóçò, ôüôå ìåôÜ
ôï ðÝñáò ôçò êëÞóçò ðñÝðåé íá ãßíïõí õðïëïãéóìïß ìÝóá óôçí áñ÷éêÞ êëÞóç ôçò óõíÜñôçóçò,
ïðüôå ïé ðáñÜìåôñïé áõôÞò èá ðñÝðåé íá Ý÷ïõí äéáôçñçèåß óôç óôïßâá. ¸ôóé, óôï áñ÷éêü ðá-
ñÜäåéãìá ýøùóçò óå äýíáìç í, êáôáíïïýìå üôé åðåéäÞ ãßíïíôáé í \öùëéáóìÝíåò" áíáäñïìéêÝò
êëÞóåéò, üðïõ ôï áðïôÝëåóìá ôçò åóùôåñéêüôåñçò ÷ñçóéìïðïéåßôáé óôçí áìÝóùò åîùôåñéêüôåñç,
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representation default.
theorems default.

function power tlaux :
x : nat, y : nat, orig : nat, r : nat [ power(x, orig) == power(x,y) * r ]

→ res : nat [ res == power(x,orig) ]
is

if y == 0 then
r

else
power tlaux(x,y-1,orig,x*r)

function power tlrec :
x : nat, y : nat → r : nat [ r == power(x, y) ]

is
power tlaux(x,y,y,1)

result is power tlrec(5,4).

Ó÷Þìá 3.8: Ðñüãñáììá ýøùóçò áñéèìïý óå äýíáìç ìå ÷ñÞóç áíáäñïìÞò ïõñÜò.

predicate power : nat, nat → nat.

(EQorNEQprf) [x:nat, y:nat ] Cond(x==y, x==y, x!=y).
(notEq0isGT0) [n:nat ] n > 0 ← n != 0.
(natPowerZero) [x:nat, y:nat ] power(x,y) == 1 ← y == 0.

(natEqSym) [x:nat, y:nat ] x == y ← y == x.
(natEqRe
) [x:nat ] x == x.
(mult one) [a:nat, b:nat, c:nat ] a == b ← a == c * b, c == 1.
(mult one2) [a:nat ] a == a*1.
(natPowerNext2) [x:nat, y:nat, r:nat, a:nat ] a == power(x,y-1)*(x*r)

← y > 0, a == power(x,y)*r.

Ó÷Þìá 3.9: ÈåùñÞìáôá ãéá ôï ðñüãñáììá ýøùóçò áñéèìïý óå äýíáìç ìå ÷ñÞóç áíáäñïìÞò
ïõñÜò.

ê.ï.ê., ôï ìÝãåèïò ôçò óôïßâáò áõîÜíåé ãñáììéêÜ ùò ðñïò ôïí åêèÝôç. ÅÜí üìùò ç ôéìÞ áðï-
ôåëÝóìáôïò ìßáò áíáäñïìéêÞò êëÞóçò ÷ñçóéìïðïéåßôáé ùò Ý÷åé ùò áðïôÝëåóìá êáé ôçò áñ÷éêÞò
êëÞóçò (üðùò óôçí ðåñßðôùóç ôçò áíáäñïìÞò ïõñÜò), ôüôå ç åããñáöÞ ôçò áñ÷éêÞò êëÞóçò óôç
óôïßâá ìðïñåß íá áíôéêáôáóôáèåß áðü ôçí åããñáöÞ ôçò áíáäñïìéêÞò êëÞóçò. Êáôáíïïýìå üôé
óå ìßá õëïðïßçóç ôçò ýøùóçò óå äýíáìç ìå ÷ñÞóç áíáäñïìÞò ïõñÜò ç óôïßâá ôïõ ðñïãñÜììáôïò
Ý÷åé óôáèåñü ìÝãåèïò ùò ðñïò ôïí åêèÝôç. ¸ôóé ãßíåôáé åîïéêïíüìçóç ìíÞìçò.

ÌåôáôñÝðïõìå óõíÞèùò ìßá óõíÜñôçóç ÷ùñßò ÷ñÞóç áíáäñïìÞò ïõñÜ óå Ýíá ìå ÷ñÞóç, åé-
óÜãïíôáò ìßá ìåôáâëçôÞ üðïõ óõóóùñåýåôáé ôï áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò. Óôï ðáñÜäåéãìá
áõôü öáßíåôáé óôç óõíÜñôçóç power tlaux ç ïðïßá êÜíåé ôïí ïõóéáóôéêü õðïëïãéóìü. ÁõôÞ
äÝ÷åôáé ôÝóóåñéò ðáñáìÝôñïõò: ôç âÜóç x, ôçí ðáñÜìåôñï óõóóþñåõóçò r, ôçí ðáñÜìåôñï y
ðïõ åêöñÜæåé ðüóåò öïñÝò ðñÝðåé íá ðïëëáðëáóéáóôåß áêüìç ç âÜóç x ìå ôçí ðáñÜìåôñï óõó-
óþñåõóçò þóôå íá Ý÷ïõìå ôï ïñèü áðïôÝëåóìá, êáèþò êáé ôïí áñ÷éêü åêèÝôç orig, ï ïðïßïò
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÷ñçóéìïðïéåßôáé ìüíï ãéá ôçí áêñéâÞ ðñïäéáãñáöÞ ôçò óõíÜñôçóçò, äçëáäÞ ìüíï ìÝóá óôéò ðñï-
êáé ìåôá-óõíèÞêåò. ¼ôáí ç ðáñÜìåôñïò y ãßíåé ìçäåíéêÞ, ôüôå óôçí ðáñÜìåôñï óõóóþñåõóçò
Ý÷ïõìå ôï áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò. Óå äéáöïñåôéêÞ ðåñßðôùóç, ç ðáñÜìåôñïò óõóóþñåõ-
óçò ðïëëáðëáóéÜæåôáé áêüìç ìßá öïñÜ êáé ç ðáñÜìåôñïò y ìåéþíåôáé êáôÜ 1. Óôéò ðñïóõíèÞêåò
ôçò óõíÜñôçóçò ðñïäéáãñÜöåôáé ç Ýííïéá ôùí ðáñáìÝôñùí y êáé r, åíþ ç ìåôáóõíèÞêç ïñßæåé
üôé ôï áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò éóïýôáé ìå ôç âÜóç õøùìÝíç óôïí áñ÷éêü åêèÝôç.

Ç êýñéá óõíÜñôçóç ôïõ ðñïãñÜììáôïò, power tlrec, êáëåß ôç óõíÜñôçóç power tlaux ìå
áñ÷éêÞ ôéìÞ 1 ãéá ôïí óõóóùñåõôÞ. ¸÷åé ôçí ßäéá ðñïäéáãñáöÞ ìå ôç óõíÜñôçóç power ôïõ
ðáñáäåßãìáôïò ôïõ ó÷Þìáôïò 3.6, êáé Ýôóé âëÝðïõìå üôé ìßá óõíÜñôçóç ìå óõãêåêñéìÝíç ðñï-
äéáãñáöÞ ìðïñåß íá õëïðïéçèåß ìå ðïëëïýò ôñüðïõò.

Ç áðüäåéîç ôçò ìåñéêÞò ïñèüôçôáò ôïõ ðñïãñÜììáôïò åßíáé ðéï äýóêïëç áðü ôï ðñïçãïý-
ìåíï ðáñÜäåéãìá, ëüãù ôùí ðéï ðïëýðëïêùí ðñïäéáãñáöþí. Óôï ó÷Þìá 3.9 öáßíïíôáé ôá èåù-
ñÞìáôá ðïõ åßíáé áðáñáßôçôá. Áðü áõôÜ, ôá ôñßá õðÞñ÷áí Þäç áðü ôï ðñïçãïýìåíï ðáñÜäåéãìá,
áëëÜ Ý÷ïõìå êáé ðÝíôå êáéíïýñéá. Áò äïýìå ðþò áõôÜ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé. Óôç óõíÜñôçóç
power tlaux, óôï áëçèÝò ðáñáêëÜäé ôïõ if ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå üôé r == power(x,orig).
Áðü ôï èåþñçìá natPowerZero Ý÷ïõìå üôé power(x,y) == 1, áöïý y==0 ëüãù ôçò óõíèÞêçò
ôïõ if. Áðü ôï èåþñçìá mult one Ý÷ïõìå üôé power(x,orig) == r, áöïý power(x,y) == 1
êáé power(x,orig) == power(x,y) * r áðü ôç ðñïóõíèÞêç ôçò óõíÜñôçóçò. ÔÝëïò áðü ôï
èåþñçìá natEqSym ðïõ åêöñÜæåé ôç óõììåôñßá ôçò ó÷Ýóçò \ßóï", Ý÷ïõìå üôé r == power(x,
orig) áöïý power(x,orig) == r. Óôï øåõäÝò ðáñáêëÜäé ôïõ if ç áðüäåéîç ôçò ìåôáóõí-
èÞêçò ôçò óõíÜñôçóçò ãéá ôçí ôéìÞ åðéóôñïöÞò åßíáé ðñïöáíÞò, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ãéá
ôçí áíáäñïìéêÞ êëÞóç ôçí éó÷ý ôçò ðñïóõíèÞêçò. ÏõóéáóôéêÜ ðñÝðåé íá áðïäåßîïõìå ôçí
ðñüôáóç power(x,orig) == power(x,y-1)*(x*r), êÜôé ðïõ åðéôõã÷Üíïõìå ìÝóù ôïõ èåù-
ñÞìáôïò natPowerNext2. Ïé õðïèÝóåéò áõôïý ôïõ èåùñÞìáôïò áðïäåéêíýïíôáé ìå ôç ÷ñÞóç
ôçò áðüäåéîçò ðïõ Ý÷ïõìå áðü ôï øåõäÝò ðáñáêëÜäé ôïõ if (y!=0), ôï èåþñçìá notEq0isGT0,
êáé ôçò ðñïóõíèÞêçò ôçò óõíÜñôçóçò. Óôç óõíÜñôçóç power tlrec, áñêåß íá áðïäåßîïõìå ôçí
éó÷ý ôçò ðñïóõíèÞêçò ôçò power tlaux ãéá ôçí áñ÷éêÞ ôçò êëÞóç. Áðïäåéêíýïõìå Ýôóé üôé
power(x,y) == power(x,y) * 1 áðåõèåßáò ìå ÷ñÞóç ôïõ èåùñÞìáôïò mult one2. Ç áðü-
äåéîç ôçò éó÷ýïò ôçò ìåôáóõíèÞêçò ôçò power tlrec ðáñÝ÷åôáé áðü ôçí ëïãéêÞ ðñüôáóç ðïõ
éó÷ýåé ëüãù ôçò êëÞóçò ôçò power tlaux.
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ÊåöÜëáéï 4

Êáíüíåò ôýðùí êáé óçìáóéïëïãßá ôçò Karooma

Óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï êÜíáìå ìßá Üôõðç ðáñïõóßáóç ôïõ óõíüëïõ ôçò ãëþóóáò Karooma,
êáôÜëëçëç ãéá ðñïãñáììáôéóôÝò. Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðáñïõóéÜóïõìå ôïõò êáíüíåò ôýðùí
êáé ôç ëåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãßá ôçò Karooma, þóôå íá Ý÷ïõìå ìßá áõóôçñÞ öïñìáëéóôéêÞ
ðåñéãñáöÞ áõôÞò, êÜôé ðïõ äéåõêïëýíåé ôç äçìéïõñãßá åíüò åëåãêôÞ ôýðùí êáé åíüò ìåôáãëùô-
ôéóôÞ Þ äéåñìçíÝá ãéá ôç ãëþóóá. Óôï ôÝëïò ôïõ êåöáëáßïõ èá äïýìå êÜðïéá óôïé÷åßá ãéá ôï
ðþò õëïðïéÞóáìå ôïí åëåãêôÞ ôýðùí ôçò ãëþóóáò, åíþ óå åðüìåíï êåöÜëáéï èá ðåñéãñÜøïõìå
áíáëõôéêÜ ôïí ôñüðï ðïõ ãßíåôáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò áðü Karooma óå NFLINT. Ï óõíäõá-
óìüò áõôïý ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý ìå Ýíáí äéåñìçíÝá ãéá ôï óýóôçìá NFLINT áðïôåëåß Ýíáí
äéåñìçíÝá ãéá ôçí Karooma, ï ïðïßïò õëïðïéåß ôç ëåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãßá ðïõ èá äïýìå óôï
ðáñüí êåöÜëáéï.

4.1 Êáíüíåò ôýðùí ôçò Karooma

Ôï áöçñçìÝíï óõíôáêôéêü ôçò Karooma ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå ðáñáêÜôù åßíáé ôï åîÞò:

e ::= id | n | b | binop(op, e1, e2) | unop(op, e) | if(e1, e2, e3)
| id(e1, e2, · · · , en)

p ::= id | n | b | binop(op, p1, p2) | unop(op, p) | id(p1, p2, · · · , pn)
τ ::= nat | bool

τp ::= τ | prop

f ::= id : ((id : τ)+ [p∗]→ id : τ [p∗]) := e

r ::= ((id : τp)∗, p, p∗)
pf ::= id : τp+ → τp

prg ::= (pf∗, r∗, f∗, e)

Óôï óõíôáêôéêü áõôü, e åßíáé ôï óýìâïëï ãéá ôéò åêöñÜóåéò, id ôï óýìâïëï ôùí áíáãíù-
ñéóôéêþí, n ôï óýìâïëï ôùí áêÝñáéùí óôáèåñþí, b ôùí ëïãéêþí óôáèåñþí, åíþ p åßíáé ôï
óýìâïëï ãéá ôéò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò. Ïé ôýðïé ôçò ãëþóóáò ãéá ôéò åêöñÜóåéò óõìâïëßæïíôáé
ìå τ , åíþ ãéá ôéò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò óõìâïëßæïíôáé ìå τp. Ìå f óõìâïëßæïõìå ôïí ïñéóìü óõ-
íÜñôçóçò, ìå pf ôç äÞëùóç óõíÜñôçóçò ëïãéêþí ðñïôÜóåùí, ìå r ôç äÞëùóç èåùñÞìáôïò, êáé
ìå prg Ýíá ðëÞñåò ðñüãñáììá Karooma. Áõôü ïõóéáóôéêÜ áðïôåëåßôáé áðü ôéò äÞëùóç óõíáñ-
ôÞóåùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí, ôéò äçëþóåéò ôùí èåùñçìÜôùí, ôïõò ïñéóìïýò ôùí óõíáñôÞóåùí,
êáé ôçí Ýêöñáóç-áðïôÝëåóìá ôïõ ðñïãñÜììáôïò.

Ôá ðåñéâÜëëïíôá ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå óôïõò êáíüíåò ôýðùí åßíáé ôá åîÞò:
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ctx Γ ::= · | Γ, id : τ
functx Φ ::= · | Φ, id : τ+ → τ
prctx PΓ ::= · | PΓ, id : τp
prfunctx PΦ ::= · | PΦ, pf
proofctx Π ::= · | Π, p
rulectx Σ ::= · | Σ, r
fullfnctx Ψ ::= · | Ψ, f

Ôï ðåñéâÜëëïí Γ äéáôçñåß ôéò äåóìåýóåéò ïíïìÜôùí, ðåñéëáìâÜíåé ãéá ðáñÜäåéãìá ôá ïíü-
ìáôá êáé ôïõò ôýðïõò ôùí ðáñáìÝôñùí ìßáò óõíÜñôçóçò ãéá åêöñÜóåéò ðïõ âñßóêïíôáé ìÝóá óå
áõôÞ. Ôï ðåñéâÜëëïí Φ äéáôçñåß ôïõò ôýðïõò ôùí ïñéóìÝíùí óõíáñôÞóåùí. Ôá ðåñéâÜëëïíôá
PΓ êáé PΦ Ý÷ïõí ôçí ßäéá Ýííïéá áëëÜ áöïñïýí ôéò åêöñÜóåéò ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí. ¸ôóé
ôï PΦ ðåñéÝ÷åé ôéò óõíáñôÞóåéò ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí ðïõ Ý÷ïõí äçëùèåß áðü ôï ÷ñÞóôç
óôï áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí, êáèþò êáé ôéò ðñïêáèïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò:

Succ : nat→ nat óõíÜñôçóç åðüìåíïõ
Cond : bool,prop,prop→ prop óõíÜñôçóç åðéëïãÞò ëïãéêÞò ðñüôáóçò õðü óõíèÞêç

Ôï ðåñéâÜëëïí Π ðåñéëáìâÜíåé ôéò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ãéá ôéò ïðïßåò Ý÷ïõìå áðïäåßîåéò óå
êÜðïéï óçìåßï ôïõ ðñïãñÜììáôïò, åíþ ôï Σ ôá äéáèÝóéìá èåùñÞìáôá. ÔÝëïò ôï ðåñéâÜëëïí Ψ
äéáôçñåß ôçí ðëÞñç ðëçñïöïñßá ãéá ôéò ïñéóìÝíåò óõíáñôÞóåéò (ïíüìáôá êáé ôýðïõò ðáñáìÝôñùí
êáé ôéìÞò åðéóôñïöÞò, ðñï- êáé ìåôá-óõíèÞêåò). Èåùñïýìå üôé üëá ôá ðåñéâÜëëïíôá åßíáé
óýíïëá, êáé Ýôóé äåí åðéôñÝðåôáé äéðëÞ äÝóìåõóç ôïõ ßäéïõ ïíüìáôïò óå êÜðïéï áðü áõôÜ.

Ïé ôõðéêÝò áðïöÜóåéò (typing judgements) ðïõ áðïôåëïýí ôç óôáôéêÞ óçìáóéïëïãßá ôçò
Karooma öáßíïíôáé óôïí ðßíáêá 4.1.

ÔõðéêÞ áðüöáóç ÅîÞãçóç
Φ;Γ ` e : τ ôýðïò Ýêöñáóçò
PΦ;PΓ ` p ok Ýãêõñç ëïãéêÞ ðñüôáóç
PΦ;Φ ` f ok Ýãêõñç óõíÜñôçóç
PΦ ` r ok Ýãêõñï èåþñçìá
· ` prg ok Ýãêõñï ðñüãñáììá
PΦ;Σ;Ψ `∗ f ok Ýãêõñç êáé ëïãéêÜ Ýãêõñç óõíÜñôçóç
· `∗ prg ok Ýãêõñï êáé ëïãéêÜ Ýãêõñï ðñüãñáììá

Ðßíáêáò 4.1: ÔõðéêÝò áðïöÜóåéò ôçò Karooma.

¸íá ðñüãñáììá Karooma èåùñåßôáé êáëþò-ôõðïðïéçìÝíï (well-typed), åÜí ìðïñåß íá ðá-
ñá÷èåß ç ôõðéêÞ áðüöáóç · `∗ prg ok âÜóåé ôùí êáíüíùí ôýðùí. Èá åîåôÜóïõìå ðñþôá ôéò
ôõðéêÝò áðïöÜóåéò ðïõ äåí åëÝã÷ïõí ôç ëïãéêÞ åãêõñüôçôá, êáé ìåôÜ áõôÝò ðïõ ôçí åëÝã÷ïõí,
äéüôé åßíáé ðéï ðïëýðëïêåò.

4.1.1 ÔõðéêÝò áðïöÜóåéò ÷ùñßò Ýëåã÷ï ëïãéêÞò åãêõñüôçôáò

ÐáñáèÝôïõìå ôïõò êáíüíåò ôýðùí ãéá ôéò ôõðéêÝò áðïöÜóåéò ÷ùñßò Ýëåã÷ï ëïãéêÞò åãêõñüôç-
ôáò ðïõ ðåñéãñÜøáìå ðáñáðÜíù óôá ó÷Þìáôá 4.1 - 4.5.

¸íá óçìåßï ðïõ ðñÝðåé íá ðñïóÝîïõìå åßíáé ôï åîÞò: óôïõò êáíüíåò ôýðùí ãéá ôéò ëïãéêÝò
ðñïôÜóåéò, ï ôýðïò bool åßíáé õðïôýðïò (subtype) ôïõ ôýðïõ prop, äçëáäÞ, üðïõ ðñÝðåé íá
÷ñçóéìïðïéçèåß Ýêöñáóç ôýðïõ prop, åßíáé åðéôñåðôü íá ôïðïèåôçèåß Ýêöñáóç ôýðïõ bool.
Åðßóçò ïé ëïãéêïß ôåëåóôÝò ìðïñïýí íá åöáñìïóôïýí ãéá ôåëïýìåíá êáé ôùí äýï ôýðùí. Íá
óçìåéþóïõìå åäþ üôé äåí ìðïñïýìå íá áðïêëåßóïõìå ôéò åêöñÜóåéò ôýðïõ bool áðü ôéò ëïãéêÝò
ðñïôÜóåéò, ôáõôßæïíôáò ôïí ôýðï bool ìå ôïí ôýðï prop, ëüãù ôùí óõíáñôÞóåùí ðïõ äÝ÷ïíôáé
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(e-var) id : τ in Γ
Φ; Γ ` id : τ

(e-nat)
Φ;Γ ` n : nat

(e-bool)
Φ;Γ ` b : bool

(e-uop-bool)
Φ;Γ ` e : bool op in { ! }
Φ;Γ ` unop(op, e) : bool

(e-binop-arith)
Φ;Γ ` e1 : nat Φ;Γ ` e2 : nat op in { +,−, ∗, / }

Φ;Γ ` binop(op, e1, e2) : nat

(e-binop-rel)
Φ;Γ ` e1 : nat Φ;Γ ` e2 : nat op in {≤,≥, <,>,==, ! =}

Φ; Γ ` binop(op, e1, e2) : bool

(e-binop-bool)
Φ;Γ ` e1 : bool Φ;Γ ` e2 : bool op in {&&, ||}

Φ;Γ ` binop(op, e1, e2) : bool

(e-if)
Φ;Γ ` e1 : bool Φ;Γ ` e2 : τ Φ; Γ ` e3 : τ

Φ;Γ ` if(e1, e2, e3) : τ

(e-func)

id : τ1, τ2, · · · , τn → τret in Φ
Φ;Γ ` e1 : τ1 Φ;Γ ` e2 : τ2 · · · Φ;Γ ` en : τn

Φ;Γ ` id(e1, e2, · · · , en) : τret

Ó÷Þìá 4.1: ÔõðéêÞ áðüöáóç Φ;Γ ` e : τ .

(p-ok)
PΦ;PΓ ` p : prop
PΦ;PΓ ` p ok

(p-var)
id : τp in PΓ

PΦ;PΓ ` id : τp

(p-nat)
PΦ;PΓ ` n : nat

(p-bool)
PΦ;PΓ ` b : bool

(puBorP)
PΦ;PΓ ` p : τp τp in {bool,prop} op in { ! }

PΦ;PΓ ` unop(op, e) : τp

(pbAr)
PΦ;PΓ ` p1 : nat PΦ;PΓ ` p2 : nat op in { +,−, ∗, / }

PΦ;PΓ ` binop(op, p1, p2) : nat

(pbRel)
PΦ;PΓ ` p1 : nat PΦ;PΓ ` p2 : nat op in {≤,≥, <,>,==, ! =}

PΦ;PΓ ` binop(op, p1, p2) : bool

(pbBorP)
PΦ;PΓ ` p1 : τp PΦ;PΓ ` p2 : τp τp in {bool,prop} op in {&&, ||}

PΦ;PΓ ` binop(op, p1, p2) : τp

(p-func)

id : τp1, τp2, · · · , τpn → τpret in PΦ
PΦ;PΓ ` p1 : τp1 PΦ;PΓ ` p2 : τp2 · · · PΦ;PΓ ` pn : τpn

PΦ;PΓ ` id(p1, p2, · · · , pn) : τpret

(p-subtyping)
PΦ;PΓ ` p : τp τp <: τp′

PΦ;PΓ ` p : τp′
(p-bsubp)

bool <: prop

Ó÷Þìá 4.2: ÔõðéêÞ áðüöáóç PΦ;PΓ ` p ok.
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(f-ok)

Φ;−−−−−→params ` e : τret ∀p in −−→ppre : PΦ;−−−−−→params ` p ok
∀p in −−→ppost : PΦ;−−−−−→params, idret : τret ` p ok

PΦ; Φ ` idfunc : (−−−−−→params[−−→ppre]→ idret : τret[−−→ppost]) := e ok

Ó÷Þìá 4.3: ÔõðéêÞ áðüöáóç PΦ;Φ ` f ok.

(r-ok)
PΦ;−−→vars ` pgoal ok ∀p in −−→phyp : PΦ;−−→vars ` p ok

PΦ ` (−−→vars, pgoal,
−−→phyp) ok

Ó÷Þìá 4.4: ÔõðéêÞ áðüöáóç PΦ ` r ok.

(prg-ok)

∀r in −→r : PΦ ` r ok ∀f in −→f : PΦ;−→f ` f ok Φ; ∅ ` e : τ
(üðïõ PΦ = −−−−→prfuns, Cond : (bool,prop,prop)→ prop, Succ : (nat)→ nat)

· ` (−−−−→prfuns,−→r ,−→f , e) ok

Ó÷Þìá 4.5: ÔõðéêÞ áðüöáóç · ` prg ok.

ïñßóìáôá ôýðïõ bool. ¼ìùò, èÝëïõìå íá ÷ñçóéìïðïéïýìå ìßá Ýêöñáóç ôýðïõ bool óôç èÝóç
ìßáò Ýêöñáóçò ôýðïõ prop, êáé ãé'áõôü åéóÜãïõìå ôç ó÷Ýóç õðïôýðùí. ¸ôóé, ãéá ðáñÜäåéãìá,
ìßá ëïãéêÞ ðñüôáóç ìðïñåß íá åßíáé ìßá áðëÞ áíéóüôçôá ìåôáîý áêåñáßùí.

4.1.2 ÔõðéêÝò áðïöÜóåéò ìå Ýëåã÷ï ëïãéêÞò åãêõñüôçôáò

Ïé ôõðéêÝò áðïöÜóåéò ìå Ýëåã÷ï ëïãéêÞò åãêõñüôçôáò åëÝã÷ïõí ôï êáôÜ ðüóï ìðïñïýí íá
âñåèïýí áðïäåßîåéò ãéá ôéò äéÜöïñåò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ðïõ ðñÝðåé íá éêáíïðïéïýíôáé, ìÝóù
ôùí èåùñçìÜôùí êáé ôùí äéáèÝóéìùí áðïäåßîåùí. Óôçñßæïíôáé óôçí áðüöáóç Σ;Π ° p ç
ïðïßá êáèïñßæåé ôï êáôÜ ðüóïí õðÜñ÷åé áðüäåéîç ãéá ôç ëïãéêÞ ðñüôáóç p äåäïìÝíïõ ôïõ ðåñé-
âÜëëïíôïò èåùñçìÜôùí Σ êáé ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò äéáèÝóéìùí áðïäåßîåùí Π. Ç áðüöáóç áõôÞ
ïñßæåôáé óôï ó÷Þìá 4.8. ÅðåéäÞ ç óõãêåêñéìÝíç áðüöáóç äåí åßíáé áðáñáßôçôá áðïêñßóéìç, ï
Ýëåã÷ïò ôýðùí ìå Ýëåã÷ï ëïãéêÞò åãêõñüôçôáò åíüò ðñïãñÜììáôïò Karooma äåí ôåñìáôßæåé
áðáñáßôçôá. Ùóôüóï, åðåéäÞ ôï óýóôçìá NFLINT Ý÷åé áðïêñßóéìï Ýëåã÷ï ôýðùí, áí ï Ýëåã-
÷ïò ëïãéêÞò åãêõñüôçôáò ôïõ ðñïãñÜììáôïò Karooma ôåñìáôßóåé êáé ï ìåôáó÷çìáôéóìüò óå
êþäéêá NFLINT ãßíåé åðéôõ÷þò, ôï ôåëéêü åêôåëÝóéìï èá ìðïñåß íá åëåã÷èåß ìå ìßá áðïêñßóéìç
äéáäéêáóßá ãéá ìåñéêÞ ïñèüôçôá, ðñéí ôçí åêôÝëåóÞ ôïõ.

Óôï óçìåßï áõôü åéóÜãïõìå Ýíáí ìåôáó÷çìáôéóìü áðü ôçí áñ÷éêÞ ìïñöÞ ôùí åêöñÜóåùí
óå ìßá íÝá ìïñöÞ, ç ïðïßá áðëïðïéåß áñêåôÜ ôïõò êáíüíåò ôýðùí ôùí ôõðéêþí áðïöÜóåùí áõ-
ôþí. Åðßóçò åßíáé ÷ñÞóéìç êáôÜ ôç ìåôÜöñáóç óôï óýóôçìá NFLINT. Óôç ìåôáó÷çìáôéóìÝíç
ìïñöÞ ôùí åêöñÜóåùí, äéáêñßíïõìå ôéò áðëÝò åêöñÜóåéò (óôáèåñÝò, äåóìåõìÝíåò ìåôáâëçôÝò,
êáé ðñÜîåéò ìåôáîý áõôþí) áðü ôéò êëÞóåéò óõíáñôÞóåùí êáé ôç äéáêëÜäùóç if-then-else. Ìßá
ìåôáó÷çìáôéóìÝíç Ýêöñáóç áðïôåëåßôáé åßôå áðü ìßá áðëÞ Ýêöñáóç åßôå áðü ìßá äéáêëÜäùóç
if-then-else, ìå ôç óõíèÞêç íá åßíáé áðëÞ Ýêöñáóç. ¸ôóé ïé äéáêëáäþóåéò åßíáé öùëéáóìÝíåò,
êáé äåí åìöáíßæïíôáé ùò ìÝñïò ôùí áðëþí åêöñÜóåùí. Åðßóçò, ç êëÞóç óõíáñôÞóåùí ãßíåôáé
äåóìåýïíôáò ôï áðïôÝëåóìÜ ôïõò óå ìßá íÝá ìåôáâëçôÞ. ÔõðéêÜ, ç óýíôáîç ôùí ìåôáó÷çìá-
ôéóìÝíùí åêöñÜóåùí åßíáé ç åîÞò:

te ::= bind be in te | ise
ise ::= se | if(se, te1, te2)
se ::= id | n | b | binop(op, se1, se2) | unop(op, se)
be ::= (id, id(se1, se2, · · · , sen))
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JidKif = id JnKif = n JbKif = b

Jbinop(op, e1, e2)Kif =





Jif(e′1, binop(op, e′2, e2), binop(op, e′3, e2))Kif
, åÜí Je1Kif = if(e′1, e

′
2, e

′
3)

Jif(e′1, binop(op, e1, e′2), binop(op, e1, e′3))Kif
, åÜí Je2Kif = if(e′1, e

′
2, e

′
3)

binop(op, e1, e2), äéáöïñåôéêÜ

Junop(op, e)Kif =





Jif(e′1, unop(op, e′2), unop(op, e′3))Kif
, åÜí JeKif = if(e′1, e

′
2, e

′
3)

unop(op, e), äéáöïñåôéêÜ

Jif(e1, e2, e3)Kif =





if(e′1, Jif(e′2, e2, e3)Kif , Jif(e′3, e2, e3)Kif )
, åÜí Je1Kif = if(e′1, e

′
2, e

′
3)

if(e1, Je2Kif , Je3Kif ), äéáöïñåôéêÜ

Jid(e1, e2, · · · , en)Kif =





Jif(ek1, id(e1, e2, · · · , ek2, · · · , en),
id(e1, e2, · · · , ek3, · · · , en))Kif

, åÜí JekKif = if(ek1, ek2, ek3)
id(e1, e2, · · · , en), äéáöïñåôéêÜ

Ó÷Þìá 4.6: Ìåôáó÷çìáôéóìüò J·Kif : e → e.

JidKfun = (∅, id) JnKfun = (∅, n) JbKfun = (∅, b)

Jbinop(op, e1, e2)Kfun=(be1 ⊕ be2, binop(op, ise1, ise2)), åÜí Je1Kfun = (be1, ise1)
êáé Je2Kfun = (be2, ise2)

Junop(op, e)Kfun= (be, unop(op, ise)), åÜí JeKfun = (be, ise)

Jif(e1, e2, e3)Kfun= (be1, if(ise1, Je2Kfun2, Je3Kfun2)), åÜí Je1Kfun2 = (be1, ise1)

Jid(e1, e2, · · · , en)Kfun= (be1 ⊕ · · · ⊕ ben ⊕ {(new, id(ise1, ise2, · · · , isen))}, new)
, åÜí Je1Kfun = (be1, ise1), · · · , JenKfun = (ben, isen)

JeKfun2= bind b1 in (bind b2 in (· · · (bind bn in (ise))))
, åÜí JeKfun = (be, ise) êáé be = {b1, b2, · · · , bn}

Ó÷Þìá 4.7: Ìåôáó÷çìáôéóìüò J·Kfun : e→ (be∗, ise) êáé J·Kfun2 : e→ te.

Ç áñ÷éêÞ ìïñöÞ ìåôáó÷çìáôßæåôáé óôç ìïñöÞ áõôÞ óå äýï óôÜäéá. Óôï ðñþôï (J·Kif ),
ãßíåôáé ç ìåôáôñïðÞ ôùí if óå öùëéáóìÝíá if, êáé óôï äåýôåñï (J·Kfun2) ãßíïíôáé äåóìåýóåéò
ìåôáâëçôþí ãéá ôéò êëÞóåéò óõíáñôÞóåùí êáé Ýôóé åîÜãïíôáé áðü ôéò áðëÝò åêöñÜóåéò. Ï óõ-
íïëéêüò ìåôáó÷çìáôéóìüò ïñßæåôáé ùò J·Kfull = J J·Kif Kfun2. Ï ïñéóìüò ôùí ìåôáó÷çìáôéóìþí
öáßíåôáé óôá ó÷Þìáôá 4.6 - 4.7. Óå áõôÜ óõìâïëßæïõìå ôçí êåíÞ ëßóôá ìå ∅ êáé ôç óõíÝíùóç
ëéóôþí ìå L1 ⊕ L2.

Ìðïñïýìå ôþñá íá äþóïõìå ôïõò êáíüíåò ôýðùí ãéá ôéò ôõðéêÝò áðïöÜóåéò åëÝã÷ïõ ëïãé-
êÞò åãêõñüôçôáò. Óå áõôïýò ÷ñçóéìïðïéïýìå êÜðïéá óôïé÷åßá ÷ùñßò íá ôá ïñßóïõìå åðáêñéâþò,
üðùò ôçí ôáõôü÷ñïíç áíôéêáôÜóôáóç ìåôáâëçôþí ìå åêöñÜóåéò (ìå óõìâïëéóìü e[x := e′]) êáé
ôçí äïìéêÞ éóüôçôá ìåôáîý åêöñÜóåùí (ìå óõìâïëéóìü e1 = e2). Åðßóçò, ãéá áðëïðïßçóç ôùí
êáíüíùí, ÷ñçóéìïðïéïýìå óå êÜðïéá óçìåßá ôï ðåñéâÜëëïí Ψ óôç èÝóç ôïõ ðåñéâÜëëïíôïò Φ,
üðùò êáé ìßá áðëÞ Ýêöñáóç (se) óôç èÝóç ëïãéêÞò ðñüôáóçò (p), áöïý ïé ìåôáôñïðÝò ìåôáîý
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p in Π
Σ;Π ° p

((−→x : −→τp), pgoal,
−−→phyp) in Σ

∃−→v : −→τp : (p = pgoal[−→x := −→v ] ∧ ∀phyp in −−→phyp : Σ; Π ° phyp[−→x := −→v ])
Σ;Π ° p

Ó÷Þìá 4.8: ÔõðéêÞ áðüöáóç Σ;Π ° p.

Σ;Π ° p[id := se]
Ψ; Σ;Π ° p (id Ã se)

Σ;Π ° Cond(se1, se1, negate(se1))
Ψ;Σ; Π, se1 ° p (id Ã te2) Ψ; Σ; Π, negate(se1) ° p (id Ã te3)

Ψ;Σ; Π ° p (id Ã if(se1, te2, te3))

idfunc : (−−−−−→idparams : −−−−→τparams[−−→ppre]→ idret : τret[−−→ppost]) := efunc in Ψ

∀p′ in −−→ppre : Σ;Π ° p′[−−−−−→idparams := −→se]
Ψ;Σ;Π,−−→ppost[

−−−−−→
idparams := −→se, idret := idbind] ° p (id Ã te′)

Ψ;Σ; Π ° p (id Ã bind (idbind, idfunc(−→se)) in te′)

Ó÷Þìá 4.9: ÔõðéêÞ áðüöáóç Ψ;Σ; Π ° p (id Ã te).

negate(id) = unop(!, id) negate(b) = notb
negate(binop( ≤ , se1, se2)) = binop( > , se1, se2)
negate(binop( ≥ , se1, se2)) = binop( < , se1, se2)
negate(binop( < , se1, se2)) = binop( ≥ , se1, se2)
negate(binop( > , se1, se2)) = binop( ≤ , se1, se2)
negate(binop( == , se1, se2)) = binop(! = , se1, se2)
negate(binop(! = , se1, se2)) = binop( == , se1, se2)

negate(binop(&&, se1, se2)) = binop(||, negate(se1), negate(se2))
negate(binop(||, se1, se2)) = binop(&&, negate(se1), negate(se2))

negate(unop(!, se)) = se

Ó÷Þìá 4.10: Ç óõíÜñôçóç Üñíçóçò ëïãéêÞò ðñüôáóçò negate.

áõôþí åßíáé ôåôñéììÝíåò. Ïé êáíüíåò äßíïíôáé óôá ó÷Þìáôá 4.8 - 4.12, ìáæß ìå êÜðïéåò âïç-
èçôéêÝò ôõðéêÝò áðïöÜóåéò. Íá óçìåéþóïõìå üôé ìå ôï óõìâïëéóìü p (id Ã te) åííïïýìå ôçí
áíôéêáôÜóôáóç ôçò ìåôáâëçôÞò id ìå ôç óýíèåôç Ýêöñáóç te ìÝóá óôç ëïãéêÞ ðñüôáóç p, êÜôé
ðïõ ãßíåôáé áðïäïìþíôáò ôç óýíèåôç Ýêöñáóç óå áðëÝò, üðùò öáßíåôáé óôçí áíôßóôïé÷ç ôõðéêÞ
áðüöáóç.

4.2 ÄõíáìéêÞ óçìáóéïëïãßá ôçò Karooma

Óôï êåöÜëáéï áõôü èá ðåñéãñÜøïõìå ôç äõíáìéêÞ óçìáóéïëïãßá ôçò Karooma ïñßæïíôáò ôç
ëåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãßá ôçò (operational semantics). Ïé ôéìÝò ôçò ãëþóóáò åßíáé ïé áêÝñáéåò
êáé äõáäéêÝò óôáèåñÝò. Ç êáôÜóôáóç ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéÞóïõìå áðïôåëåßôáé áðü ôçí ôñÝ÷ïõóá
Ýêöñáóç õðü áðïôßìçóç êáé ôçí áíôéóôïß÷çóç ïíïìÜôùí óõíáñôÞóåùí ìå ôá ïíüìáôá ôùí
ðáñáìÝôñùí ôïõò êáé ôï óþìá ôïõò. ¸ôóé:
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PΦ;Ψ ` idfunc : (−−−−−→params[−−→ppre]→ idret : τret[−−→ppost]) := efunc ok
∀p in −−→ppost : Ψ; Σ;−−→ppre ° p (idret Ã JefuncKfull)

PΦ; Σ;Ψ `∗ idfunc : (−−−−−→params[−−→ppre]→ idret : τret[−−→ppost]) := efunc ok

Ó÷Þìá 4.11: ÔõðéêÞ áðüöáóç PΦ;Σ;Ψ `∗ f ok.

· ` (−−−−→prfuns,
−−−→
rules,

−→
f , e) ok

∀fin−→f : PΦ;−−−→rules;−→f `∗ f ok
−→
f ; ∅ ` e : τ PΦ;−−−→rules;−→f `∗ \result" : (∅)[∅]→ \resid" : τ [∅] := e ok

(üðïõ PΦ = −−−−→prfuns, Cond : (bool,prop,prop)→ prop, Succ : (nat)→ nat)

· `∗ (−−−−→prfuns,
−−−→
rules,

−→
f , e) ok

Ó÷Þìá 4.12: ÔõðéêÞ áðüöáóç · `∗ prg ok.

v ::= n | true | false
s ::= (e, F ) üðïõ F : (id ⇀ (id∗, e))∗

Ìå J¦K : v → v óõìâïëßæïõìå ôç óçìáóßá ôïõ ôåëåóôÞ åíüò ôåëïýìåíïõ ¦. Áíôßóôïé÷á ìå
J◦K : v × v → v óõìâïëßæïõìå ôç óçìáóßá ôïõ ôåëåóôÞ äýï ôåëïýìåíùí ◦.

ÂÜóåé áõôþí, äßíïõìå óôï ó÷Þìá 4.13 ôç ëåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãßá ôçò ãëþóóáò. Ôá ìüíá
óôïé÷åßá ðïõ ÷ñÞæïõí ó÷ïëéáóìïý åßíáé ôï ãåãïíüò üôé ïé êëÞóåéò óõíáñôÞóåùí ãßíïíôáé ìå
ðÝñáóìá êáôÜ ôéìÞ (call-by-value), êáé Ýôóé ç ãëþóóá ÷áñáêôçñßæåôáé áðü ðñüèõìç áðïôßìçóç
(eager evaluation), êáèþò åðßóçò êáé ôï ãåãïíüò üôé ïé ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò äåí åðçñåÜæïõí ôçí
åêôÝëåóç ôïõ ðñïãñÜììáôïò.

Ç ôéìÞ ôïõ ðñïãñÜììáôïò (−→pf,−→r ,−→f , eres) ðñïêýðôåé áðü ôçí ôéìÞ ôçò ôåëéêÞò êáôÜóôáóçò
ðïõ ðñïêýðôåé áðü ôçí áñ÷éêÞ êáôÜóôáóç (eres, F ), üðïõ

F (idfunc) = (−−−−−→idparams, efunc)⇔
idfunc : (−−−−−→idparams : −−−−→τparams[−→p ]→ idret : τret[

−→
p′ ]) := efunc in −→f

4.3 Õëïðïßçóç

Ç õëïðïßçóç ôïõ åëåãêôÞ ôýðùí êáé ôïõ ìåôáöñáóôÞ áðü Karooma óå NFLINT Ýãéíå óå
ãëþóóá Ocaml ç ïðïßá åßíáé ìßá éäéáéôÝñùò áðïäïôéêÞ óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá óôï óôõë ôçò
ML. ÐñïôéìÞèçêå äéüôé ç õëïðïßçóç ôïõ óõóôÞìáôïò NFLINT Ý÷åé ãßíåé óôç ãëþóóá áõôÞ,
êõñßùò ãéá ëüãïõò áðüäïóçò, ïðüôå ç óýíäåóç ôïõ ìåôáöñáóôÞ ìå ôï õðÜñ÷ïí óýóôçìá åßíáé
áðëÞ.

Ï åëåãêôÞò ôýðùí õëïðïéÞèçêå âÜóåé ôùí ðáñáðÜíù êáíüíùí ôýðùí. Ãéá áðïöõãÞ ôçò
åðáíÜëçøçò ðáñüìïéïõ êþäéêá, óôçí õëïðïßçóç Ý÷ïõìå óõíèÝóåé ôïí Ýëåã÷ï ôýðùí ãéá åê-
öñÜóåéò êáé ãéá ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ëüãù ôçò ïìïéüôçôÜò ôïõò. Åðßóçò, ï Ýëåã÷ïò ëïãéêÞò
åãêõñüôçôáò ãßíåôáé êáèþò êáôáóêåõÜæïíôáé ïé áðïäåßîåéò áðü ôï ìç÷áíéóìü áõôüìáôçò åýñå-
óçò áðïäåßîåùí êáôÜ ôç ìåôáãëþôôéóç ôïõ ðñïãñÜììáôïò, êáé ü÷é áðü ðñéí. ¸ôóé ï Ýëåã÷ïò
ðñïêýðôåé åëáöñþò ðéï áõóôçñüò áðü ôïí Ýëåã÷ï ðïõ ãßíåôáé âÜóåé ôùí ðáñáðÜíù êáíüíùí:
óôçí ôõðéêÞ áðüöáóç Σ;Π ° p áñêåß íá õðÜñ÷åé êáôÜëëçëç áðüäåéîç ãéá ôçí ëïãéêÞ ðñüôáóç
p, áëëÜ óôçí õëïðïßçóÞ ìáò ðñÝðåé ìßá ôÝôïéá áðüäåéîç íá ìðïñåß íá âñåèåß áðü ôï ìç÷áíéóìü
áõôüìáôçò åýñåóçò áðïäåßîåùí. ÅðåéäÞ áõôüò ï ìç÷áíéóìüò äåí åßíáé óôçí ðáñïýóá öÜóç ôüóï
éó÷õñüò þóôå íá âñßóêåé áðïäåßîåéò ãéá üëåò ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí âÜóåé
ôçò ôõðéêÞò áðüöáóçò áõôÞò, ï Ýëåã÷ïò ëïãéêÞò åãêõñüôçôáò åßíáé êÜðùò ðéï áõóôçñüò.
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(¦v, F ) −→ (J¦K(v), F ) (v1 ◦ v2, F ) −→ (J◦K(v1, v2), F )

(if(true, e1, e2), F ) −→ (e1, F ) (if(false, e1, e2), F ) −→ (e2, F )

(e, F ) −→ (e′, F )
(¦e, F ) −→ (¦e′, F )

(e1, F ) −→ (e′1, F )
(e1 ◦ e2, F ) −→ (e′1 ◦ e2, F )

(e2, F ) −→ (e′2, F )
(v1 ◦ e2, F ) −→ (v1 ◦ e′2, F )

(e, F ) −→ (e′, F )
(if(e, e1, e2), F ) −→ (if(e′, e1, e2), F )

F (id) = (−−−−−→idparams, ebody)

(id(−−−−→vparams), F ) −→ (ebody[
−−−−−→
idparams := −−−−→vparams], F )

(ek, F ) −→ (e′k, F )
(id(v1, v2, · · · , ek, ek+1, · · · , en), F ) −→ (id(v1, v2, · · · , e′k, ek+1, · · · , en), F )

Ó÷Þìá 4.13: ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãßá ôçò Karooma.
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ÊåöÜëáéï 5

Ôï óýóôçìá ðéóôïðïéçìÝíùí åêôåëÝóéìùí NFLINT

Ôï óýóôçìá ðéóôïðïéçìÝíùí åêôåëÝóéìùí ãéá ôï ïðïßï ðáñÜãåé êþäéêá ï ìåôáãëùôôéóôÞò
ôçò Karooma ïíïìÜæåôáé NFLINT. Åßíáé ïõóéáóôéêÜ ìßá åíäéÜìåóç óõíáñôçóéáêÞ ãëþóóá ìå
éó÷õñü óýóôçìá ôýðùí, ðáñáëëáãÞ ôçò ãëþóóáò ðïõ ðåñéãñÜöåôáé óôï Shao et al. (2002).
Ôï NFLINT ÷ùñßæåôáé ëïãéêÜ óå äýï åðéìÝñïõò ôìÞìáôá: ôç ãëþóóá ôýðùí êáé ôç ãëþóóá
õðïëïãéóìþí. Ç ðñþôç ðåñéëáìâÜíåé ôïõò êáíüíåò ôùí ôýðùí êáé óå áõôÞí ðåñéãñÜöïíôáé
ïé ôýðïé ôùí äïìéêþí ìïíÜäùí ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí. Óôçí äåýôåñç áíáðáñéóôþíôáé ïé
äéÜöïñåò õðïëïãéóôéêÝò åíôïëÝò (ðñÜîåéò ìåôáîý áêåñáßùí, êëÞóç óõíáñôÞóåùí, ê.ëð.) êáé
êáôá óõíÝðåéá üëç ç ëåéôïõñãéêüôçôá ôùí ðáñáãüìåíùí ðñïãñáììÜôùí.

Ç ãëþóóá ôýðùí åßíáé óôåíÜ óõíäåäåìÝíç ìå ôç ãëþóóá õðïëïãéóìþí. ÊÜèå ðñüãñáììá
åêöñáóìÝíï óôçí äåýôåñç Ý÷åé êáé Ýíáí áíôßóôïé÷ï ôýðï, åêöñáóìÝíï óôçí ðñþôç. Áí áëëÜîåé
Ýíá ìÝñïò ôïõ ðñïãñÜììáôïò óôçí õðïëïãéóôéêÞ ãëþóóá, ôüôå èá õðÜñîåé áíáíôéóôïé÷ßá ìå ôïí
ôýðï ôïõ. Áõôü Ý÷åé óáí áðïôÝëåóìá íá ìðïñåß íá åîáêñéâùèåß áíá ðÜóá óôéãìÞ ç åãêõñüôçôá
ôïõ ðñïãñÜììáôïò.

¸íá áêüìç ÷áñáêôçñéóôéêü ôçò åíäéÜìåóçò ãëþóóáò åßíáé ç äõíáôüôçôá ðåñéãñáöÞò óôçí
ãëþóóá ôýðùí áðïäåßîåùí ãéá ïñéóìÝíåò éäéüôçôåò ôïõ ðñïãñÜììáôïò. Ïé éäéüôçôåò áõôÝò
ìðïñïýí íá åßíáé áñêåôÜ áðëÝò, üðùò ç áðüäåéîç üôé êÜðïéá óõíÜñôçóç åðéóôÝöåé ìßá ôéìÞ
óõãêåêñéìÝíïõ ôýðïõ, Ýùò áñêåôÜ ðïëýðëïêåò, üðùò ç áðüäåéîç ôçò éó÷ýïò ôùí ðñïóõíèçêþí
ìßáò óõíÜñôçóçò êáôÜ ôçí êëÞóç ôçò.

5.1 Ç Ãëþóóá ôùí Ôýðùí

Ç ãëþóóá ôùí ôýðùí áðïôåëåß Ýíáí ðïëõìïñöéêü λ-ëïãéóìü ìå õðïóôÞñéîç åðáãùãéêþí äç-
ëþóåùí, êáé åßíáé áñêåôÜ êïíôÜ óôïí ëïãéóìü ôùí åðáãùãéêþí êáôáóêåõþí.

Ï ïñéóìüò ôçò ãëþóóáò ôýðùí óå BNF ìïñöÞ, åßíáé:

s ::= Set | Type | Ext

X ::= z | k | t
A,B ::= s | X | ΠX :A.B | λX :A.B | AB

| Ind(X :A){A} | Constr(n,A) | Elim[A′](A :B ~B){A}

Ç ãëþóóá äåí êÜíåé óõíôáêôéêÞ äéÜêñéóç ìåôáîý ôùí üñùí êáé ôùí ôýðùí, åíþ ïñßæïíôáé
ôñéþí åéäþí Sorts, ôá Set, Type êáé Ext. Ôá äýï ðñþôá áíôéóôïé÷ïýí óôá ∗ êáé ¤. ¼ðùò
Ý÷åé áíáöåñèåß óôç èåùñßá ôïõ λ-calculus, Set åßíáé ï ôýðïò ôùí ôýðùí, êáé Type ï ôýðïò ôùí
ðïëõìïñöéêþí ôýðùí. Ext åßíáé ï ôýðïò ôïõ Type.

Ôá õðüëïéðá óôïé÷åßá ôçò ãëþóóáò, åßíáé êáôÜ ôá ãíùóôÜ áðü ôïí ëïãéóìü ôùí åðáãùãé-
êþí êáôáóêåõþí:

• Πx :A.B ðïõ ïñßæåé ôýðïõò, åîáñôþìåíïõò áðü üñïõò 1

• λx :A.B ðïõ ïñßæåé óõíáñôÞóåéò
1 Ùò üñïé áíáöÝñïíôáé üëá ôá óôïé÷åßá ôçò ãëþóóáò, äçëáäÞ êáé ïé ôýðïé.

55



• ÁÂ ðïõ ïñßæåé ôçí åöáñìïãÞ åíüò üñïõ óå üñï

• Ind(X :A){A} ðïõ ïñßæåé Ýíáí åðáãùãéêü ôýðï

• Constr(n,A) ðïõ ïñßæåé Ýíáí êáôáóêåõáóôÞ ôýðïõ Á

• Elim[A′](A :B ~B){A} ðïõ ïñßæåé ôçí áíáäñïìéêÞ êëÞóç óôïí êáôáóêåõáóôÞ åíüò óôïé-
÷åßïõ.

ÐáñáêÜôù ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ïé åîÞò óõìâïëéóìïß:

A→ B ≡ ΠX :A.B áí X 6∈ FV(B)
B ~A ≡ B A1A2. . .An

Π ~X : ~A.B ≡ ΠX1 :A1.ΠX2 :A2. . . .ΠXn :An. B

λ ~X : ~A.B ≡ λX1 :A1. λX2 :A2. . . . λXn :An. B

åíþ ìå Á óõìâïëßæïõìå ìßá áêïëïõèßá áðü üñïõò.

ÐáñáðÜíù ÷ñçóéìïðïéÞèçêå ôï óýìâïëï FV(A) , ôï ïðïßï ðáñéóôÜíåé ôï óýíïëï ôùí åëåý-
èåñùí ìåôáâëçôþí ôïõ üñïõ A. Åëåýèåñåò ÷áñáêôçñßæïõìå ôéò ìåôáâëçôÝò åíüò üñïõ, ïé ïðïßåò
äåí äåóìåýïíôáé áðü êÜðïéï λ, Π Þ Ind. Ï ïñéóìüò ôïõ FV() åßíáé:

FV(s) = ∅
FV(X) = {X}
FV(ΠX :A.B) = FV(A) ∪ (FV(B)− {X})
FV(λX :A.B) = FV(A) ∪ (FV(B)− {X})
FV(AB) = FV(A) ∪ FV(B)
FV(Ind(X :A){A}) = FV(A) ∪ (FV(A)− {X})
FV(Constr(n,A)) = FV( ~A)
FV(Elim[A′](A :B ~B){A}) = FV(A′) ∪ FV(A) ∪ FV(B) ∪ FV( ~B) ∪ FV(A)
FV(A) = ∪iFV(Ai)

Ç áíôéêáôÜóôáóç ïñßæåôáé ùò:

s[Z 7→ R] ≡ s

X[Z 7→ R] ≡
{
X áí X 6= Zi, ãéá êÜèå i
Ri áí X = Zi, ãéá êÜðïéï i

(ΠX :A.B)[Z 7→ R] ≡
{

ΠX :A[Z 7→ R]. B[Z 7→ R] , ðåñ. (i)
ΠY :A[Z 7→ R]. B[X 7→ Y ][Z 7→ R] , ðåñ. (ii)

(λX :A.B)[Z 7→ R] ≡
{
λX :A[Z 7→ R]. B[Z 7→ R] , ðåñ. (i)
λY :A[Z 7→ R]. B[X 7→ Y ][Z 7→ R] , ðåñ. (ii)

(AB)[Z 7→ R] ≡ A[Z 7→ R]B[Z 7→ R]

(Ind(X :A){A})[Z 7→ R] ≡
{

Ind(X :A[Z 7→ R]){A[Z 7→ R]} , ðåñ. (i)
Ind(Y :A[Z 7→ R]){A[X 7→ Y ][Z 7→ R]} , ðåñ. (ii)

(Constr(n,A))[Z 7→ R] ≡ Constr(n,A[Z 7→ R])

(Elim[A′](A :BB){A})[Z 7→ R] ≡ Elim[A′[Z 7→ R]](A[Z 7→ R] :B[Z 7→ R]B[Z 7→ R])
{A[Z 7→ R]}

Ïé äýï ðåñéðôþóåéò ðïõ áíáöÝñïíôáé áíôéóôïé÷ïýí óôéò ðáñáêÜôù óõíèÞêåò:

ðåñßðôùóç (i) X 6= Zi, ãéá êÜèå i, êáé X 6∈ FV(R)
ðåñßðôùóç (ii) X = Zi, ãéá êÜðïéï i, Þ X ∈ FV(R)

êáé Y åßíáé ìéá êáéíïýñãéá ìåôáâëçôÞ, ðïõ èåùñïýìå ïôé äåí óõíáíôÜôáé óå êáíÝíáí üñï.
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5.2 ËåéôïõñãéêÞ óçìáóéïëïãßá

ÐñïêåéìÝíïõ ç ãëþóóá ôýðùí ðïõ ïñßóáìå íá âñßóêåé åöáñìïãÞ, èá Ýðñåðå íá ïñßóïõìå ôüóï
ôïí ôñüðï ðïõ ïé üñïé ôçò ãëþóóáò áðïôéìþíôáé óå áðëïýóôåñåò åêöñÜóåéò. ÐáñáêÜôù ïñß-
æïõìå ôéò ðñïûðïèÝóåéò êÜôù áðü ôéò ïðïßåò ãßíåôáé áðïäåêôÞ ìéá ó÷Ýóç ìåôáîý üñùí, êáé
áêüìá ôéò β, η êáé ι áíáãùãÝò, áíôßóôïé÷á ìå áõôÝò ðïõ ïñßóáìå óôïí λ-ëïãéóìü. Áíáãêáßï
áêüìá åßíáé íá ïñßóïõìå êáé ôç ó÷Ýóç éóüôçôáò ìåôáîý ôùí üñùí ôçò ãëþóóáò .

5.2.1 ÓõìâáôÝò ó÷Ýóåéò

¸óôù ìéá ó÷Ýóç ∼ ìåôáîý üñùí ôçò ãëþóóáò. Ïñßæïõìå ôç ó÷Ýóç ∼∗ óå Ýíá óýíïëï áðü
üñïõò ùò ôçí åëÜ÷éóôç ó÷Ýóç ðïõ éêáíïðïéåß ôéò ðáñáêÜôù ðñïûðïèÝóåéò ãéá üëïõò ôïõ üñïõò
A , A′ êáé óýíïëá áðü üñïõò B , B′:

A ∼ A′ ⇒ A;B ∼∗ A′;B
B ∼ B′ ⇒ A;B ∼∗ A;B′

Ìéá ó÷Ýóç ∼ èåùñåßôáé áðïäåêôÞ óôç ãëþóóá ôýðùí, áí éó÷ýïõí ôá ðáñáêÜôù:
¸óôù X ìåôáâëçôÝò, A,A′, B,B′, Q,Q′ , üñïé êáé A, B óýíïëá áðü üñïõò. Ôüôå ðñÝðåé:

A ∼ A′ ⇒ ΠX :A.B ∼ ΠX :A′. B
B ∼ B′ ⇒ ΠX :A.B ∼ ΠX :A.B′

A ∼ A′ ⇒ λX :A.B ∼ ΠX :A′. B
B ∼ B′ ⇒ λX :A.B ∼ ΠX :A.B′

A ∼ A′ ⇒ AB ∼ A′B
B ∼ B′ ⇒ AB ∼ AB′
A ∼ A′ ⇒ Ind(X :A){A} ∼ Ind(X :A′){A}
~A ∼∗ ~A′ ⇒ Ind(X :A){A} ∼ Ind(X :A){A′}
A ∼ A′ ⇒ Constr(i, A) ∼ Constr(i, A′)
Q ∼ Q′ ⇒ Elim[Q](A :B ~B){A} ∼ Elim[Q′](A :B ~B){A}
A ∼ A′ ⇒ Elim[Q](A :B ~B){A} ∼ Elim[Q](A′ :B ~B){A}
B ∼ B′ ⇒ Elim[Q](A :B ~B){A} ∼ Elim[Q](A :B′ ~B){A}

5.2.2 ÁíáãùãÝò

Ïñßæïõìå ôéò β, η êáé ι áíáãùãÝò, ùò ôéò ìéêñüôåñåò óõìâáôÝò ó÷Ýóåéò ðïõ éêáíïðïéïýí:

(λX :A.B)A′ →β B[X 7→ A′]

λX :A.BX →η B
(áí X 6∈ FV(B))

Elim[A′](Constr(I,B) ~A′ :B ~B){A} →ι

ΦX,I(Ci, Ai, λ ~X : ~B′. λY :B ~X.Elim[A′](Y :B ~X){A}) ~A′
(üðïõ B = Ind(X :B′){C} êáé B′ = Π ~X : ~B′. Set)

Ç óõíÜñôçóç Φ ïñßæåôáé ùò:

ΦX,I(X ~A′, A,B) ≡ A
ΦX,I(ΠX ′ :A′. B′, A,B) ≡ λX ′ :A′.ΦX,I(B′, AX ′, B)
ΦX,I((Π ~X ′ : ~A′. X ~B′)→ B′, A,B) ≡ λY :(Π ~X ′ : ~A′. I ~B′).

ΦX,I(B′, A Y (λ ~X ′ : ~A′. B ~B′ (Y ~X ′)), B)

Ïñßæïõìå ôç ó÷Ýóç ³χ ùò ôï áíáêëáóôéêü êáé ìåôáâáôéêü êëåßóéìï ôçò ó÷Ýóçò →χ ãéá
χ ∈ {β, η, ι}. Áêüìá ³βηι åßíáé ç Ýíùóç ôùí →β, →η êáé →ι, åíþ ³βηι åßíáé ôï áíáêëáóôéêü
êáé ìåôáâáôéêü ôçò êëåßóéìï. Ìå ôïí óõìâïëéóìü → êáé ³ åííïïýìå ôá →βηι êáé ³βηι

áíôßóôïé÷á.
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5.2.3 Éóüôçôá

Ïñßæïõìå ôçí ó÷Ýóç éóüôçôáò =χ , ç ïðïßá ðñïÝñ÷åôáé áðü ôçí ó÷Ýóç→χ , üðïõ χ ∈ {β, η, ι},
êáé ôç ó÷Ýóç = ùò ôçí Ýíùóç ôñéþí ðñïçãïýìåíùí.

5.3 Êáíüíåò ôýðùí

Ôï ðéï óçìáíôéêü óôïé÷åßï ìéáò ãëþóóáò ôýðùí (üðùò Üëëùóôå õðïäåéêíýåé êáé ôï üíïìá
ôçò) åßíáé ïé êáíüíåò ôýðùí. Áñ÷éêÜ ïñßæïõìå Ýíá óýíïëï áðü âïçèçôéêÝò óõíáñôÞóåéò, êáé
óôç óõíÝ÷åéá áíáöÝñïõìå ôéò ðñïûðïèÝóåéò êÜôù áðü ôéò ïðïßåò êÜèå üñïò ôçò ãëþóóáò åßíáé
áðïäåêôüò.

5.3.1 ÂïçèçôéêÝò óõíáñôÞóåéò

Ðñéí ïñßóïõìå ôïõò êáíüíåò ôýðùí ôçò ãëþóóáò, áðáñáßôçôï åßíáé íá ïñéóôïýí êÜðïéïé âïç-
èçôéêïß üñïé.

• ÈåôéêÝò åìöáíßóåéò (Positive Occurrences).

X 6= Yi X 6∈ FV(Ai) X 6∈ FV(Bi) (ãéá êÜèå i)

posX(Π ~Y : ~A.X ~B)

• ÊáëÜ ïñéóìÝíïé êáôáóêåõáóôÝò (Well Founded Constructors).

X 6∈ FV(Ai) (ãéá êÜèå i)

wfcX(X ~A)

X 6= X ′ X 6∈ FV(A′) wfcX(B)
wfcX(ΠX ′ :A′. B)

posX(A) wfcX(B)
wfcX(A→ B)

• Ìéêñüò ôýðïò êáôáóêåõáóôÞ (Small constructor type)
Ç óõíÜñôçóç small åðéóôñÝöåé áëçèÞ ôéìÞ, áí ï üñïò åßíáé áêïëïõèßá áðü ãéíüìåíá, êÜèå
ìåôáâëçôÞ ôùí ïðïßùí Ý÷åé ôýðï Set êáé ôï óþìá ôïõ ãéíïìÝíïõ åßíáé ìéá áêïëïõèßá áðü
åöáñìïãÝò, ç ïðïßá îåêéíÜåé áðü ôçí åëåýèåñç ìåôáâëçôÞ ðïõ äþóáìå ùò ðáñÜìåôñï.

∆ ` A′i : Set (ãéá êÜèå i)

∆ ` smallX(Π ~X ′ : ~A′. X ~A)

• ÓõíÜñôçóç ψ.
×ñçóéìïðïéåßôáé ãáé ôïí Ýëåã÷ï ôçò áðïóýíèåóçò åðáãùãéêÜ ïñéóìÝíùí ôýðùí.

ΨX,I(X ~A′, A,B) ≡ A ~A′B
ΨX,I(ΠX ′ :A′. B′, A,B) ≡ ΠX ′ :A′.ΨX,I(B′, A,B X ′)
ΨX,I((Π ~X ′ : ~A′. X ~B′)→ B′, A,B) ≡ ΠY :(Π ~X ′ : ~A′. I ~B′).Π ~X ′ : ~A′.

A ~B′ (Y ~X ′)→ ΨX,I(B′, A,B Y )

• ÐïëëáðëÝò åêöñÜóåéò
Ïé ðïëëáðëÝò åêöñÜóåéò äåí áðïôåëïýí êÜðïéï óôïé÷åßï ôçò ãëþóóáò, áëëÜ åßíáé ìéá
÷ñÞóéìç óõíôüìåõóç.

∆ ` ε : (ε : ε)
∆ ` A : B ∆, X : B ` A : (X : B)

∆ ` A;A : (X;X : B;B)
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5.3.2 MåôáâëçôÝò êáé óôáèåñÝò

(X : A) ∈ ∆
∆ ` X : A ∆ ` Set : Type ∆ ` Type : Ext

5.3.3 Éóïäõíáìßá ôýðùí

∆ ` X : A A = A′

∆ ` X : A′

5.3.4 Ãéíüìåíï, áöáßñåóç êáé åöáñìïãÞ

∆ ` A : s1 ∆, X : A ` B : s2 (s1, s2) ∈ R
∆ ` ΠX :A.B : s2

∆, X : A ` B : B′ ∆ ` ΠX :A.B′ : s
∆ ` λX :A.B : ΠX :A.B′

∆ ` A : ΠX :B′. A′ ∆ ` B : B′

∆ ` AB : A′[X 7→ B]

üðïõ R =





(Set, Set), (Type,Set), (Ext, Set),
(Set,Type), (Type,Type), (Ext,Type),
(Set,Ext), (Type,Ext)





5.3.5 Åðáãùãéêïß ïñéóìïß

∆ ` A : Type A = Π ~X : ~B.Set
∆, X : A ` Ai : Set wfcX(Ai) (ãéá êÜèå i)

∆ ` Ind(X :A){A} : A
A = Ind(X :A′){A} ∆ ` A : A′

∆ ` Constr(n,A) : An[X 7→ A]

B = Ind(X :B′){A′} B′ = Π ~X : ~B′. Set

∆ ` ~B : ( ~X : ~B′) ∆ ` A : B ~B ∆ ` A′ : Π ~X : ~B′. B ~X → Set
∆ ` Ai : ΨX,B(A′i, A

′,Constr(i, B)) (ãéá êÜèå i)

∆ ` Elim[A′](A :B ~B){A} : A′ ~B A

B = Ind(X :B′){A′} B′ = Π ~X : ~B′. Set

∆ ` ~B : ( ~X : ~B′) ∆ ` A : B ~B ∆ ` A′ : Π ~X : ~B′. B ~X → Type
∆ ` Ai : ΨX,B(A′i, A

′,Constr(i, B)) ∆, X : B′ ` smallX(A′i) (ãéá êÜèå i)

∆ ` Elim[A′](A :B ~B){A} : A′ ~B A

5.3.6 Ðáñáãüìåíåò Èåùñßåò

Ìå âÜóç ôçí èåùñßá êáé ôïõò êáíüíåò ðïõ áíáöÝñèçêáí ìðïñïýí íá ïñéóèïýí ôá ðáñáêÜôù
óôïé÷åßá ôçò ãëþóóáò ôýðùí, ôá ïðïßá áðïôåëïýí ìéá âÜóç ãéá ôçí õëïðïßçóç ôùí áðáñáßôçôùí
ôýðùí ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé óôçí ãëþóóá õðïëïãéóìþí. Íá óçìåéþóïõìå üôé ç ãëþóóá ôýðùí
õðïóôçñßæåé ôéò äçëþóåéò óõíèåôçìÜôùí (modules), ðïõ ïìáäïðïéïýí ðïëëÝò äçëþóåéò óå Ýíá
êïéíü ÷þñï ïíïìÜôùí. Ç õðïóôÞñéîç áõôÞ åßíáé êáèáñÜ óõíôáêôéêÞ, áöïý äåí åðçñåÜæåé ôïõò
êáíüíåò ôýðùí êáé ôç óçìáóéïëïãßá ôçò ãëþóóáò. ÅÜí ìßá äÞëùóç ãéá ôç óôáèåñÜ Â Ý÷åé
ãßíåé ìÝóá óôï óõíèÝôçìá Á ôüôå áíáöåñüìáóôå óå áõôÞí ùò A%B. Óõ÷íÜ ðáñáëåßðïõìå ôï
üíïìá ôïõ óõíèåôÞìáôïò, üôáí áõôü åßíáé ðñïöáíÝò.
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ÔéìÝò Áëçèåßáò: ÓõíèÝôçìá Bool

Bool : Set
≡ Ind(X :Set){X;X}

true : Bool
≡ Constr(0,Bool)

false : Bool
≡ Constr(1,Bool)

bnot : Bool→ Bool
band : Bool→ Bool→ Bool
bor : Bool→ Bool→ Bool
Cond : Bool→ Set→ Set→ Set

Öõóéêïß Áñéèìïß: ÓõíèÝôçìá Nat

Nat : Set
≡ Ind(X :Set){X,X → X,X → X}

natZero : Nat
≡ Constr(0,Nat)

natSucc : Nat→ Nat
≡ Constr(1,Nat)

natPlus, natMinus, natMult, natDiv : Nat→ Nat→ Nat
bool le, bool lt, bool ge, bool gt, bool eq, bool neq : Nat→ Nat→ Bool
LE, LT,GE,GT : Nat→ Nat→ Set

Ðñïôáóéáêüò Ëïãéóìüò: ÓõíèÝôçìá Prop

propTrue : Set
propFalse : Set

propTruePrf : True

propNot : Set→ Set
propAnd : Set→ Set→ Set
propOr : Set→ Set→ Set
propEq : Πa :Set. a→ a→ Set

ËïéðÜ
Unit : Set

≡ Ind(X :Set){X}
unit : Unit

≡ Constr(0,Unit)

5.4 Ç Ãëþóóá Õðïëïãéóìþí

Ç ãëþóóá õðïëïãéóìþí åßíáé ìéá ãëþóóá ó÷åôéêÜ õøçëïý åðéðÝäïõ ç ïðïßá ÷ñçóéìïðïéåßôáé
áðü ôï ìåôáãëùôôéóôÞ ôçò Karooma ùò åíäéÜìåóç. Óå áõôÞí áíáðáñßóôáíôáé üëåò ïé äïìé-
êÝò ìïíÜäåò êáé ïé õðïëïãéóôéêÝò ëåéôïõñãßåò ôçò áñ÷éêÞò ãëþóóáò. Ôá ðñïãñÜììáôá ðïõ
åßíáé åêöñáóìÝíá óôï NFLINT ìðïñïýí íá åêôåëåóôïýí óå Ýíáí ìåôáãëùôôéóôÞ (compiler)
Þ äéåñìçíÝá (interpreter), áöïý áöáéñåèåß ç ãëþóóá ôýðùí êáé ðáñáìåßíåé ìüíï ç ãëþóóá
õðïëïãéóìþí.
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Åäþ èá åîåôÜóïõìå ôï õðïóýíïëï ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí ôïõ NFLINT ðïõ åßíáé ÷ñÞ-
óéìï ãéá ôç ìåôÜöñáóç ôçò Karooma. Ôï ðëÞñåò óýóôçìá Ý÷åé åðßóçò õðïóôÞñéîç ãéá ôýðï
ðëåéÜäáò, õðáñîéáêïýò êáé êáèïëéêïýò ôýðïõò ùò ðñïò óôïé÷åßï ìå ôýðï Type (áíôß ìüíï ãéá
Set), êáé áêÝñáéïõò.

5.4.1 Ôýðïé ôçò Ãëþóóáò Õðïëïãéóìþí

Êáô'áñ÷Üò ðñÝðåé íá ðñïóäéïñéóôïýí óôï óõíèÝôçìá Repr ïé áíáðáñáóôÜóåéò óôï åðßðåäï ôùí
ôýðùí ôùí óôïé÷åßùí ôïõ åðéðÝäïõ ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìïý. ÅðåéäÞ ìüíïí ïé öõóéêïß áñéèìïß
Ý÷ïõí ðáñáìåôñéêÞ áíáðáñÜóôáóç óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí, ôï óõíèÝôçìá áõôü ðñÝðåé íá Ý÷åé
ôçí ðáñáêÜôù ìïñöÞ. Åðßóçò ðñÝðåé íá ðñïóôåèïýí êáé ïé áíáðáñáóôÜóåéò ôùí óõíáñôÞóåùí
ëïãéêþí ðñïôÜóåùí ðïõ Ý÷ïõí ïñéóôåß óôï áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí.

Repr%Nat : Set
Repr%natZero : Repr%Nat
Repr%natSucc : Repr%Nat→ Repr%Nat
Repr%natPlus : Repr%Nat→ Repr%Nat→ Repr%Nat
...
Repr%natLTbool : Repr%Nat→ Repr%Nat→ Bool%Bool
...
Repr%natLTprop : Repr%Nat→ Repr%Nat→ Set
...

Ôï óýíïëï Ω üëùí ôùí ôýðùí ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí ïñßæåôáé åðáãùãéêÜ óôçí ãëþóóá
ôýðùí ùò åîÞò:

Ω : Set

snat : Repr%Nat→ Ω
sbool : Bool→ Ω
arrow : Ω→ Ω→ Ω
forallSet : Πk :Set. (k → Ω)→ Ω
existsSet : Πk :Set. (k → Ω)→ Ω

Ðáñáôçñïýìå üôé ãéá ôïõò öõóéêïýò áñéèìïýò êáé ôéò äõáäéêÝò ôéìÝò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé
singleton ôýðïé. Ïñßæïõìå åðßóçò ôéò ðáñáêÜôù óõíôìÞóåéò ãéá ôïõò õðüëïéðïõò ôýðïõò:

τ1 ³ τ2 ≡ arrow τ1 τ2 τ1, τ2 : Ω
∀Set t :κ. τ ≡ forallSet κ (λt :κ. τ) κ : Set, τ : Ω
∃Set t :κ. τ ≡ existsSet κ (λt :κ. τ) κ : Set, τ : Ω

5.4.2 ¼ñïé ôçò Ãëþóóáò Õðïëïãéóìþí

Ç áöçñçìÝíç óýíôáîç ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí åßíáé ç áêüëïõèç:

e ::= x | n | b | op e | e1 op e2

| lambda x :τ. e | e1 e2 | poly X :A. e | e [A] | letrec ~x :~τ = ~e1 in e2

| pack (X :B = A, e :τ) | unpack e1 as (X :B, x :τ) in e2

| if [B ,A] (e,X1. e1,X2. e2)
op ::= ! | + | − | ∗ | / | == | ! = | < | > | <= | >= | && | ||
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üðïõ x : ìåôáâëçôÞ ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí
X : ìåôáâëçôÞ ôçò ãëþóóáò ôýðùí
A,B : üñïé ôçò ãëþóóáò ôýðùí
n, i, c, b : êëåéóôïß üñïé ôçò ãëþóóáò ôýðùí
p ∈ N

Ðéï áíáëõôéêÜ ïé åêöñÜóåéò ôçò ãëþóóáò åßíáé ïé åîÞò

n : êáôáóêåõÜæåé ìéá óôáèåñÜ öõóéêïý áñéèìïý, ôýðïõ snatn̂, üðïõ n̂ ç áíáðáñÜóôáóç óôï
åðßðåäï ôùí ôýðùí ôçò óôáèåñÜò

b : êáôáóêåõÜæåé ìéá óôáèåñÜ bool, ôýðïõ sbool̂b, üðïõ b̂ ç áíôßóôïé÷ç ôéìÞ óôï åðßðåäï ôùí
ôýðùí (äçëáäÞ åßôå Bool%true åßôå Bool%false)

op e : åöáñìïãÞ ôïõ ôåëåóôÞ ìå Ýíá ôåëïýìåíï op óôïí üñï e.

e1 op e2 : åöáñìïãÞ ôïõ äõáäéêïý ôåëåóôÞ op óôïõò üñïõò ôçò õðïëïãéóôéêÞò ãëþóóáò e1 êáé
e2 .

lambda x :τ. e : áíþíõìç óõíÜñôçóç ìå ìßá ðáñÜìåôñï x ôýðïõ τ êáé óþìá e.

e1 e2 : åöáñìïãÞ ôçò óõíÜñôçóçò e1 óôçí Ýêöñáóç e2 .

poly X :A. e : áíþíõìç ðïëõìïñöéêÞ óõíÜñôçóç ìå ðáñÜìåôñï ôýðïõ X ç ïðïßá Ý÷åé ôýðï
õøçëüôåñçò ôÜîçò A êáé ìå óþìá ôïí üñï e.

e [A] : åöáñìïãÞ ôçò ðïëõìïñöéêÞò óõíÜñôçóçò e ðÜíù óôïí ôýðï ôçò õðïëïãéóôéêÞò ãëþóóáò
A.

letrec ~x :~τ = ~e in e ′ : åðéôñÝðåé ôçí áíÜèåóç óõìâïëéêþí ïíïìÜôùí xi ãéá ôïõò üñïõò ei ,
äçëþíïíôáò üôé áõôïß Ý÷ïõí ôýðï τi áíôßóôïé÷á. Ìå ôïí ôñüðï áõôü ìðïñåß ìÝóá óôïí
üñï e2 íá ãßíïíôáé áíáöïñÝò óôá xi ïé ïðïßåò áíôéêáèßóôáíôáé ìå ôïí áíôßóôïé÷ï üñï ei .
Ìå ôïí ôñüðï áõôü ãßíåôáé äõíáôÞ ç êëÞóç óõíáñôÞóåùí âÜóåé óõìâïëéêþí ïíïìÜôùí,
üðùò êáé ç õëïðïßçóç ôçò áíáäñïìÞò.

pack (X :B = A, e :τ) : äçìéïõñãåß Ýíá õðáñîéáêü \ðáêÝôï" ìå Ýíá æåõãÜñé ìåôáâëçôÞò ôýðïõ
X êáé Ýêöñáóçò e. Ïé ôýðïé ôïõò åßíáé áíôßóôïé÷á ïé B êáé τ . Óôçí ìåôáâëçôÞ X
ìðïñåß íá áíáôåèåß ç ôéìÞ ôïõ üñïõ A, ßäéïõ ôýðïõ. ¸ôóé ïé áíáöïñÝò ôçò X ìÝóá óôï
e äåóìåýïíôáé óôçí ôéìÞ áõôÞ.

unpack e1 as (X :B, x :τ) in e2 : áíïßãåé Ýíá õðáñîéáêü ðáêÝôï e1 ðïõ Ý÷åé äçìéïõñãçèåß
ìå ôçí åíôïëÞ pack êáé äåóìåýåé ìÝóá óôïí üñï e2 ôçí ìåôáâëçôÞ X óôçí ôéìÞ ðïõ
Ý÷åé ï üñïò ôýðïõ óôï ðáêÝôï êáé ôçí ìåôáâëçôÞ x óôïí üñï ðïõ ðåñéåß÷å ôï ðáêÝôï.
Ìå ôïí ôñüðï áõôü, ôüóï ç ìåôáâëçôÞ ôýðïõ, üóï êáé ï üñïò ôïõ ðáêÝôïõ ìðïñïýí íá
÷ñçóéìïðïéçèïýí áðü ôïí üñï e2 .

if [B ,A] (e,X1. e1,X2. e2) : äïìÞ äéáêëÜäùóçò óôçí ïðïßá e åßíáé ç óõíèÞêç, e1 ï üñïò ðïõ
åðéëÝãåôáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ ç óõíèÞêç åßíáé áëçèÞò êáé e2 ï üñïò ðïõ åðéëÝãåôáé óôçí
ðåñßðôùóç ðïõ ç óõíèÞêç åßíáé øåõäÞò. X1 åßíáé ç áðüäåéîç üôé ôï e åßíáé áëçèÝò ìÝóá
óôçí e1 êáé X2 åßíáé ç áðüäåéîç üôé ôï e åßíáé øåõäÝò ìÝóá óôï e2 . B åßíáé ç óõíÜñôçóç
ðïõ åðéóôñÝöåé ôïí ôýðï üëçò ôçò äïìÞò óõíáñôÞóåé ôçò ôéìÞò ôçò óõíèÞêçò êáé A åßíáé
ìéá áðüäåéîç ãéá ôïí ôýðï ðïõ åðéóôñÝöåé ôï B .

Ïé ôåëåóôÝò ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìïý âñßóêïíôáé óå áíôéóôïé÷ßá ìå áõôïýò ôçò Karooma
êáé ðåñéãñÜöïíôáé áðü ôïí êáíüíá op.
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5.4.3 Êáíüíåò Ôýðùí

Ïé êáíüíåò ôýðùí óôçí õðïëïãéóôéêÞ ãëþóóá áíáãñÜöïíôáé ìå ôïí óõìâïëéóìü ∆; Γ ` e . τ .
Áõôü óçìáßíåé üôé õðü ôéò ðñïûðïèÝóåéò ðïõ ïñßæïíôáé óôá ðåñéâÜëëïíôá ∆ (ôçò ãëþóóáò
ôýðùí) êáé Γ (ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí), ï üñïò e ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìþí Ý÷åé ôýðï τ ,
ï ïðïßïò áíÞêåé óôï óýíïëï Ω.

ÌåôáâëçôÝò êáé ÓôáèåñÝò

(x . τ) ∈ Γ
∆;Γ ` x . τ ∆;Γ ` true . sbool Bool%true

∆;Γ ` false . sbool Bool%false

∆;Γ ` n . snat (Repr%natSucc · · · (Repr%natSucc︸ ︷︷ ︸
n öïñÝò

Repr%natZero))

ÌåôáôñïðÞ

∆;Γ ` e . τ τ = τ ′

∆;Γ ` e . τ ′

ÔåëåóôÝò

Áñéèìçôéêïß ÔåëåóôÝò

∆;Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1 + e2 . snat (Repr%natPlusn1 n2)
∆; Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1− e2 . snat (Repr%natMinusn1 n2)

∆; Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1 ∗ e2 . snat (Repr%natMultn1 n2)
∆; Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1 / e2 . snat (Repr%natDivn1 n2)

Ó÷åóéáêïß ÔåëåóôÝò

∆;Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1 == e2 . sbool (Repr%natEQbooln1 n2)
∆; Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1 ! = e2 . sbool (Repr%natNEbooln1 n2)

∆; Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1<e2 . sbool (Repr%natLTbooln1 n2)
∆; Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1>e2 . sbool (Repr%natGTbooln1 n2)

∆; Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1<= e2 . sbool (Repr%natLEbooln1 n2)
∆; Γ ` e1 . snatn1 ∆;Γ ` e2 . snatn2

∆;Γ ` e1>= e2 . sbool (Repr%natGEbooln1 n2)
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Ëïãéêïß ÔåëåóôÝò

∆; Γ ` e1 . sbool b1 ∆;Γ ` e2 . sbool b2
∆;Γ ` e1 and e2 . sbool (Bool%band b1 b2)

∆; Γ ` e1 . sbool b1 ∆;Γ ` e2 . sbool b2
∆;Γ ` e1 and e2 . sbool (Bool%bor b1 b2)

∆; Γ ` e . sbool b

∆;Γ ` not e . sbool (Bool%bnot b)

ÓõíáñôÞóåéò

∆ ` τ : Ω ∆;Γ, x . τ ` e . τ ′
∆;Γ ` lambda x :τ. e . τ ³ τ ′

∆;Γ ` e1 . τ ³ τ ′ ∆;Γ ` e2 . τ
∆;Γ ` e1 e2 . τ ′

∆ ` A : s ∆, X : A; Γ ` e . τ s ∈ {Set,Type}
∆;Γ ` poly X :A. e . ∀sX :A. τ

∆;Γ ` e . foralls A
′ τ ∆ ` A : A′

∆;Γ ` e [A] . τ A
∆;Γ, ~x . ~τ ` ~e1 . ~τ ∆;Γ, ~x . ~τ ` e2 . τ

∆;Γ ` letrec ~x :~τ = ~e1 in e2 . τ

ÐáêÝôá
∆ ` A : B ∆ ` B : s ∆; Γ ` e . τ{X 7→ A} s ∈ {Set,Type}

∆;Γ ` pack (X :B = A, e :τ) . ∃sX :B. τ

∆;Γ ` e1 . existss B τ
′′ ∆, X : B ` τ : Ω ∆, X : B; Γ, x . τ ′′X ` e2 . τ ′

∆;Γ ` unpack e1 as (X :B, x :τ) in e2 . τ ′

ÄïìÝò ÄéáêëÜäùóçò

∆ ` B : Bool→ Set ∆;Γ ` e . sbool b ∆ ` A : B b
∆, X1 : B true; Γ ` e1 . τ ∆, X2 : B false; Γ ` e2 . τ

∆;Γ ` if [B,A] (e,X1. e1, X2. e2) . τ

5.4.4 ËåéôïõñãéêÞ Óçìáóéïëïãßá

ÔéìÝò

Óôéò ôéìÝò áíÞêïõí ïé óôáèåñÝò öõóéêþí áñéèìþí êáé ëïãéêþí ôéìþí ôçò ãëþóóáò õðïëïãé-
óìïý, ïé óõíáñôÞóåéò ùò ðñïò üñï ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìïý Þ ôçò ãëþóóáò ôýðùí, êáèþò
åðßóçò êáé ïé ôéìÝò ðïõ áðïèçêåýïíôáé óå ðáêÝôá.

v ::= n | b | lambda x :τ. e | poly X :A. v
| pack (X :B = A, v :τ)

Ç Ó÷Ýóç Õðïëïãéóìïý

Ç êáôÜóôáóç ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèåß óôç ó÷Ýóç õðïëïãéóìïý áðïôåëåßôáé ìüíïí áðü ôçí Ýê-
öñáóç e õðü áðïôßìçóç. Ïñßæïõìå ôçí ó÷Ýóç õðïëïãéóìïý ↪→ óáí ôçí ìéêñüôåñç õðïëïãéóôéêÜ
óõìâáôÞ ó÷Ýóç ç ïðïßá éêáíïðïéåß ôéò áíáãùãÝò ðïõ äßíïíôáé óôéò ðáñáêÜôù åíüôçôåò. Óç-
ìåéþíåôáé üôé ç ó÷Ýóç õðïëïãéóìïý áãíïåß åíôåëþò üëá ôá óôïé÷åßá ôçò ãëþóóáò ôýðùí.

Óõìâïëßæïõìå ùò J¦K : v → v ôç óçìáóßá ôïõ ôåëåóôÞ åíüò ôåëïýìåíïõ ¦, êáé ùò J◦K : v →
v → v ôç óçìáóßá ôïõ ôåëåóôÞ äýï ôåëïýìåíùí ◦.
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v1 ◦ v2 ↪→ J◦K(v1, v2)
¦ v ↪→ J¦K(v)
(lambda x :τ. e) v ↪→ e{x 7→ v}
(poly X :A. e) [B] ↪→ e
letrec ~x :~τ = ~v in e ↪→ e{~x 7→ ~v{~x 7→ ~w}}

üðïõ wi = letrec ~x :~τ = ~v in xi

unpack pack (X :B = A, v :τ) as (X ′ :B′, y :τ ′) in e ↪→ e{y 7→ v}
if [B,A] (cbool [b], X1. e1, X2. e2) ↪→ e1 áí b = true
if [B,A] (cbool [b], X1. e1, X2. e2) ↪→ e2 áí b = false
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ÊåöÜëáéï 6

Ìåôáó÷çìáôéóìüò ôçò Karooma óå NFLINT

Ç äéáäéêáóßá ìåôÜöñáóçò åíüò ðñïãñÜììáôïò Karooma óå êþäéêá ãéá ôï NFLINT åßíáé ç
åîÞò. Áñ÷éêÜ, óõìðåñéëáìâÜíïõìå ôïí êþäéêá ôïõ áñ÷åßïõ ðïõ ïñßæåôáé áðü ôçí äÞëùóç ôçò
áíáðáñÜóôáóçò (representation), óôïí ïðïßï ðñÝðåé íá ðåñéëáìâÜíïíôáé äçëþóåéò óôï åðßðåäï
ôýðùí, üðùò ï åðáãùãéêüò ïñéóìüò ôùí áêåñáßùí, ôï óõíèÝôçìá ôçò áíáðáñÜóôáóçò ðïõ
áíôéóôïé÷åß ôïõò âáóéêïýò ôýðïõò ìå ôïí ôýðï ôçò áíáðáñÜóôáóÞò ôïõò óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí,
êáèþò êáé ôçí áíáðáñÜóôáóç ôùí óôïé÷åéùäþí ôïõò ðñÜîåùí, êáèþò êáé ôïí åðáãùãéêü ïñéóìü
ôïõ óõíüëïõ Ω, äçëáäÞ ôùí ôýðùí ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìïý. ¸ðåéôá ìåôáöñÜæïíôáé ïé
ïñéóìïß óõíáñôÞóåùí óå áíôßóôïé÷ïõò üñïõò ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìïý ôïõ NFLINT, êáèþò
êáé ôï áðïôÝëåóìá, ùò ìßá óõíÜñôçóç ðïõ äåí äÝ÷åôáé êáíÝíá üñéóìá. Ôï óõíïëéêü ðñüãñáììá
åßíáé ìßá äïìÞ letrec, üðïõ ãßíåôáé áìïéâáßá áíáäñïìéêÞ äÞëùóç ôùí óõíáñôÞóåùí, ìå óþìá
ôçí Ýêöñáóç ðïõ Ý÷åé ðñïêýøåé áðü ôç ìåôÜöñáóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò.

Óôá ðáñáêÜôù èá äþóïõìå ìßá áõóôçñÞ ðåñéãñáöÞ ôïõ ðþò ãßíåôáé ç ìåôÜöñáóç ìßáò
óõíÜñôçóçò, ïñßæïíôáò Ýíá óýíïëï îå÷ùñéóôþí ìåôáó÷çìáôéóìþí ðïõ èá ÷ñçóéìïðïéçèïýí.
¸íá óçìáíôéêü ìÝñïò ôçò äéáäéêáóßáò ìåôÜöñáóçò, ï ìç÷áíéóìüò êáôáóêåõÞò áðïäåßîåùí, èá
ðáñïõóéáóôåß óå îå÷ùñéóôü õðïêåöÜëáéï, ëüãù ôçò áõîçìÝíçò ðïëõðëïêüôçôÜò ôïõ.

6.1 ÌåôÜöñáóç óõíÜñôçóçò

Êáô'áñ÷Üò íá óçìåéþóïõìå üôé óôç äéáäéêáóßá ìåôÜöñáóçò ÷ñçóéìïðïéïýíôáé ïé ìåôáó÷çìáôé-
óìÝíåò åêöñÜóåéò ðïõ ïñßóáìå óôï êåöÜëáéï 4.1.2 êáé ü÷é ïé áñ÷éêÝò åêöñÜóåéò.

Èá ÷ñåéáóôïýìå ôéò åîÞò åðéìÝñïõò äéáäéêáóßåò:

• ìåôÜöñáóç ôýðïõ ôçò Karooma óå êáôáóêåõáóôÞ ôýðïõ áðü ôï Ω (óõìâïëéóìüò ctor(τ))

• ìåôÜöñáóç ôýðïõ ôçò Karooma óôïí ôýðï ôçò áíáðáñÜóôáóçò óôï åðßðåäï ôýðùí ôùí
óôïé÷åßùí ôïõ (óõìâïëéóìüò rset(τ))

• ìåôáó÷çìáôéóìüò áðëÞò Ýêöñáóçò óôçí áíáðáñÜóôáóÞ ôçò óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí ôïõ
NFLINT (óõìâïëéóìüò repr(se))

• ìåôáó÷çìáôéóìüò ëïãéêÞò ðñüôáóçò óå üñï ôïõ åðéðÝäïõ ôýðùí ôïõ NFLINT (óõìâïëé-
óìüò prop(p))

• äéáäéêáóßá êáôáóêåõÞò áðüäåéîçò óôï åðßðåäï ôýðùí ôïõ NFLINT ãéá óõãêåêñéìÝíç ëï-
ãéêÞ ðñüôáóç (óõìâïëéóìüò proof(p)), ç ïðïßá èá ðåñéãñáöåß óôï åðüìåíï õðïêåöÜëáéï

• ìåôáó÷çìáôéóìüò Ýêöñáóçò óå üñï ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìïý ôïõ NFLINT (óõìâïëé-
óìüò expr(te))

• ìåôáôñïðÞ üñïõ ôçò ãëþóóáò õðïëïãéóìïý óå üñï êáôÜëëçëï ãéá åðéóôñïöÞ áðü óõíÜñ-
ôçóç (óõìâïëéóìüò rtrn(te))

• ôåëéêÞ ìåôÜöñáóç óõíÜñôçóçò ìå ÷ñÞóç ôùí äéáäéêáóéþí áõôþí (óõìâïëéóìüò func(f))

67



ctor(nat) = snat
ctor(bool) = sbool
rset(nat) = Repr.Nat
rset(bool) = Repr.Bool

Ó÷Þìá 6.1: Ïé äéáäéêáóßåò ctor êáé rset.

Ïé äéáäéêáóßåò áõôÝò ÷ñåéÜæïíôáé, üðùò åßíáé öõóéêü, êáé ðëçñïöïñßåò ãéá ôéò äéáèÝóéìåò
óõíáñôÞóåéò (ôï ðåñéâÜëëïí Ψ ðïõ åßäáìå óôï êåöÜëáéï 4.1), ôéò óõíáñôÞóåéò ôùí ëïãéêþí
ðñïôÜóåùí (ôï ðåñéâÜëëïí PΦ) êáèþò êáé ôéò äéáèÝóéìåò áðïäåßîåéò óå êÜèå óçìåßï. Ðñïò
áðëïðïßçóç ôçò ìïñöÞò ôùí ïñéóìþí, ôá ðåñéâÜëëïíôá áõôÜ èåùñïýìå üôé åßíáé äéáèÝóéìá
óôéò äéáäéêáóßåò ÷ùñßò íá áðïôåëïýí ðáñÜìåôñü ôïõò, åíþ óçìåéþíïõìå ðïý ãßíåôáé ÷ñÞóç Þ
åíçìÝñùóç áõôþí.

Óôá ó÷Þìáôá 6.1 - 6.6 ãßíåôáé ï ïñéóìüò ôùí äéáäéêáóéþí áõôþí. Áðü áõôÝò ÷ñÞæïõí ó÷ï-
ëéáóìïý ïé prop, expr êáé rtrn. Óôçí prop, ãßíåôáé ÷ñÞóç ìßáò âïçèçôéêÞò äéáäéêáóßáò, ôçò
rprp, ç ïðïßá åðéóôñÝöåé ôçí áíáðáñÜóôáóç óôï åðßðåäï ôýðùí ôùí õðïåêöñÜóåùí ìßáò ëïãéêÞò
ðñüôáóçò ðïõ åßíáé ôýðïõ äéáöïñåôéêïý ôïõ prop (Üñá ôýðïõ nat Þ bool). Ïé õðïåêöñÜóåéò
áõôÝò, åßôå åßíáé êëÞóåéò óõíáñôÞóåùí ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí, ïðüôå ç áíáðáñÜóôáóÞ ôïõò
óôï åðßðåäï ôùí ôýðùí åßíáé ç åöáñìïãÞ ôçò áíáðáñÜóôáóçò ôùí ðáñáìÝôñùí óôïí üñï ðïõ
áíáðáñéóôÜ ôç óõíÜñôçóç, åßôå Ý÷ïõí ìïñöÞ ðáñüìïéá ìå ôéò áðëÝò åêöñÜóåéò. Óå áõôÞ ôçí
ðåñßðôùóç ç äéáäéêáóßá rprp Ý÷åé ðáñüìïéï áðïôÝëåóìá ìå ôçí repr, êáé ãé'áõôü äåí åðáíá-
ëáìâÜíïõìå ôïí ðëÞñç ïñéóìü.

Óôçí expr Ý÷åé åíäéáöÝñïí ç ìåôÜöñáóç ôïõ if êáé ç ìåôÜöñáóç ôçò äÝóìåõóçò ìåôáâëçôÞò
ãéá êëÞóç óõíÜñôçóçò. ¼ðùò Ý÷ïõìå áíáöÝñåé óôï ðñïçãïýìåíï êåöÜëáéï, ç äïìÞ if ôçò
ãëþóóáò õðïëïãéóìïý ôïõ FLINT äÝ÷åôáé ùò ðáñáìÝôñïõò ìßá óõíÜñôçóç óôï åðßðåäï ôýðùí
ðïõ äåäïìÝíçò ìßáò äõáäéêÞò ôéìÞò åðéóôñÝöåé ôïí ôýðï ôçò áðüäåéîçò ðïõ èá åßíáé äéáèÝóéìç
óôï áíôßóôïé÷ï ðáñáêëÜäé, êáèþò êáé Ýíáí üñï ìå ôýðï ôç óõíÜñôçóç, åöáñìïóìÝíç ðÜíù óôçí
áíáðáñÜóôáóç ôçò óõíèÞêçò ôçò äïìÞò. Ï äåýôåñïò áõôüò üñïò êáôáóêåõÜæåôáé áðü ôï ìç÷á-
íéóìü áõôüìáôçò åýñåóçò áðüäåéîçò, æçôþíôáò áðüäåéîç ãéá ëïãéêÞ ðñüôáóç ðïõ ÷ñçóéìïðïéåß
ôçí åéäéêÞ óõíÜñôçóç Cond. Óå êÜèå ðáñáêëÜäé, ãßíåôáé äéáèÝóéìç ç áðüäåéîç ôçò êáôÜëëçëçò
ëïãéêÞò ðñüôáóçò, ðñïò ÷ñÞóç áðü ôïí ìç÷áíéóìü áõôüìáôçò åýñåóçò áðüäåéîçò.

Ç êëÞóç óõíÜñôçóçò ìåôáöñÜæåôáé ùò åîÞò. Êáô'áñ÷Üò åöáñìüæïíôáé ðÜíù óôïí üñï ôçò
óõíÜñôçóçò ïé áíáðáñáóôÜóåéò óôï åðßðåäï ôýðùí ôùí ðáñáìÝôñùí, ïé ðáñÜìåôñïé, êáèþò êáé
áðïäåßîåéò ãéá ôçí éó÷ý ôùí ðñï-óõíèçêþí ôçò óõíÜñôçóçò. Ôï áðïôÝëåóìá ôçò óõíÜñôçóçò
åßíáé Ýíá õðáñîéáêü, ðïõ ðåñéÝ÷åé ôçí áíáðáñÜóôáóç ôïõ áðïôåëÝóìáôïò, ôéò áðïäåßîåéò ôùí
ìåôáóõíèçêþí, êáé ôï áðïôÝëåóìá áõôü êáèåáõôü. Ôï õðáñîéáêü \áíïßãåôáé" ðëÞñùò, þóôå ôá
åðéìÝñïõò óôïé÷åßá íá åßíáé äéáèÝóéìá ãéá ôçí ìåôÜöñáóç ôçò Ýêöñáóçò óôçí ïðïßá äåóìåýåôáé
ç êëÞóç óõíÜñôçóçò.

Ç äéáäéêáóßá rtrn ÷ñçóéìïðïéåßôáé þóôå óôá óçìåßá üðïõ ãßíåôáé åðéóôñïöÞ áðïôåëÝóìá-
ôïò áðü ôç óõíÜñôçóç, íá äçìéïõñãçèïýí ôá êáôÜëëçëá õðáñîéáêÜ. ¸ôóé ôï áðïôÝëåóìá
óõíäõÜæåôáé ìå ôçí áíáðáñÜóôáóÞ ôïõ, êáèþò êáé ìå ôéò áðïäåßîåéò ôùí ìåôáóõíèçêþí ôçò
óõíÜñôçóçò.

6.2 Ìç÷áíéóìüò áõôüìáôçò êáôáóêåõÞò áðïäåßîåùí

Óôï óçìåßï åäþ èá ðåñéãñÜøïõìå ôï ðþò ëåéôïõñãåß ï ìç÷áíéóìüò áõôüìáôçò êáôáóêåõÞò
áðïäåßîåùí ðïõ áðïôåëåß ìÝñïò ôïõ ìåôáó÷çìáôéóìïý åíüò ðñïãñÜììáôïò Karooma óå êþäéêá
NFLINT. ÅðåéäÞ ç ðáñïýóá Ýêäïóç áõôïý ôïõ ìç÷áíéóìïý åðéäÝ÷åôáé âåëôéþóåéò êáé äåí
èåùñåßôáé ôåëéêÞ, äåí èá äþóïõìå áõóôçñÞ ðåñéãñáöÞ áõôïý, üðùò Ýãéíå ãéá ôéò õðüëïéðåò
äéáäéêáóßåò ðïõ ÷ñçóéìïðïéïýíôáé êáôÜ ôïí ìåôáó÷çìáôéóìü.
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repr(id) = id
repr(n) = Repr.natSucc(· · · (Repr.natSucc︸ ︷︷ ︸

n öïñÝò

Repr.natZero))

repr(true) = Bool.true
repr(false) = Bool.false

repr(binop( + , se1, se2)) = Repr.natPlus repr(se1) repr(se2)
repr(binop(− , se1, se2)) = Repr.natMinus repr(se1) repr(se2)
repr(binop( ∗ , se1, se2)) = Repr.natTimes repr(se1) repr(se2)
repr(binop(/, se1, se2)) = Repr.natDiv repr(se1) repr(se2)

repr(binop( ≤ , se1, se2)) = Repr.natLEbool repr(se1) repr(se2)
repr(binop( ≥ , se1, se2)) = Repr.natGEbool repr(se1) repr(se2)
repr(binop( < , se1, se2)) = Repr.natLTbool repr(se1) repr(se2)
repr(binop( > , se1, se2)) = Repr.natGTbool repr(se1) repr(se2)

repr(binop( == , se1, se2)) = Repr.natEQbool repr(se1) repr(se2)
repr(binop(! = , se1, se2)) = Repr.natNEbool repr(se1) repr(se2)
repr(binop(&&, se1, se2)) = Bool.band repr(se1) repr(se2)
repr(binop(||, se1, se2)) = Bool.bor repr(se1) repr(se2)

repr(unop(!, se)) = Bool.bnot repr(se)

Ó÷Þìá 6.2: Ç äéáäéêáóßá repr.

prpr(id(p1, p2, · · · , pn)) = Repr.(id) prpr(p1) · · · prpr(pn)
prpr( · · · ) ∼= repr( · · · )
prop(id) = Prop.propEq Bool.Bool id Bool.true

prop(true) = Prop.propTrue
prop(false) = Prop.propFalse

prop(binop( ≤ , p1, p2)) = Repr.natLEprop prpr(p1) prpr(p2)
prop(binop( ≥ , p1, p2)) = Repr.natGEprop prpr(p1) prpr(p2)
prop(binop( < , p1, p2)) = Repr.natLTprop prpr(p1) prpr(p2)
prop(binop( > , p1, p2)) = Repr.natGTprop prpr(p1) prpr(p2)

prop(binop( == , p1, p2)) = Repr.natEQprop prpr(p1) prpr(p2)
prop(binop(! = , p1, p2)) = Repr.natNEprop prpr(p1) prpr(p2)
prop(binop(&&, p1, p2)) = Prop.propAnd prop(p1) prop(p2)
prop(binop(||, p1, p2)) = Prop.propOr prop(p1) prop(p2)

prop(unop(!, p)) = Prop.propNot prop(p)

åÜí id : τp1, τp2, · · · , τpn → prop :
prop(id(p1, p2, · · · , pn)) = Repr.(id) t1 · · · tn
åÜí id : τp1, τp2, · · · , τpn → bool :
prop(id(p1, p2, · · · , pn)) = Prop.propEq Bool.Bool (Repr.(id) t1 · · · tn) Bool.true

üðïõ ti = prop(pi) åÜí τpi = prop Þ ti = prpr(pi) äéáöïñåôéêÜ

Ó÷Þìá 6.3: Ç äéáäéêáóßá prop.
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expr(id) = id
expr(n) = n
expr(b) = b

expr(binop(op, se1, se2)) = expr(se1) (op) expr(se2)

expr(unop(op, se)) = (op) expr(se)
expr(if(se1, te2, te3)) = if [λb :Bool.Cond b prop(se1) prop(negate(se1)),

proof(Cond(se1, se1, negate(se1)))] (expr(se1),
Xtrue. rtrn(te2), Xfalse. rtrn(te3))

(ç áðüäåéîç Xtrue ôïõ se1 åßíáé äéáèÝóéìç óôç ìåôÜöñáóç ôïõ te2,
êáé ç áðüäåéîç Xfalse ôïõ negate(se1) åßíáé äéáèÝóéìç óôç ìåôÜöñáóç ôïõ te3)

åÜí idfunc : (−−−−−→idparams : −−−−→τparams)[
−−→
ppre]→ idret : τret[

−−→
ppost] ôüôå:

expr(bind (id, idfunc(−→se)) in te′) =
unpack (t : ∃idret : rset(τret).∃prf1 : p∗1. · · · ∃prfm : p∗m.ctor(τret) idret) as
(id : rset(τret), imm0 : ∃prf1 : p∗1. · · · ∃prfm : p∗m.ctor(τret) id) in
unpack imm0 as (prf1 : p∗1, imm1 : ∃prf2 : p∗2. · · · ∃prfm : p∗m.ctor(τret) id) in
...
unpack immm−1 as (prfm : p∗m, id : ctor(τret) id) in rtrn(te′)
t = idfunc repr(se1) · · · repr(sen) proof(p′1) · · · proof(p′r) expr(se1) · · · expr(sen)
p′i = ppre

i [−−−−−→idparams := −→se]
p∗i = prop(ppost

i [−−−−−→idparams := −→se, idret := id])
(ïé áðïäåßîåéò prf1 Ýùò prfm ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí

−−→
ppost[−−−−−→idparams := −→se, idret := id]

åßíáé äéáèÝóéìåò óôçí ìåôÜöñáóç ôïõ te′)

Ó÷Þìá 6.4: Ç äéáäéêáóßá expr.

rtrn(if(se1, te2, te3)) = expr(if(se1, te2, te3))
rtrn(bind be in te′) = expr(bind be in te′)

åÜí âñéóêüìáóôå ìÝóá óôç óõíÜñôçóç
idfunc : (−−−−−→idparams : −−−−→τparams)[

−−→
ppre]→ idret : τret[p1, p2, · · · , pn] êáé

p′i = pi[idret := repr(se)] ôüôå:
rtrn(se) = pack (idret : rset(τret) = repr(se),

pack(prf1 : prop(p′1) = proof(p′1),
...
pack(prfn : prop(p′n) = proof(p′n),
expr(se) : ctor(τret) repr(se)) : ∃prfn : prop(p′1).ctor(τret) repr(se))
: ∃prfn−1 : prop(p′n−1).∃prfn : prop(p′1).ctor(τret) repr(se))
...

: ∃prf1 : prop(p1). · · · ∃prfn : prop(pn).ctor(τret) idret)

Ó÷Þìá 6.5: Ç äéáäéêáóßá rtrn.
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func(idfunc : (−−−−−→idparams : −−−−→τparams)[
−−→
ppre]→ idret : τret[

−−→
ppost] := efunc) =

poly idparams,1 : rset(τparams,1). · · · poly idparams,n : rset(τparams,n).
poly pprf1 : prop(ppre

1 ). · · · poly pprfm : prop(ppre
m ).

lambda idparams,1 : ctor(τparams,1) idparams,1. · · · lambda idparams,n : ctor(τparams,n) idparams,n.
rtrn(efunc)

(óôç ìåôÜöñáóç ôçò efunc åßíáé äéáèÝóéìåò ïé áðïäåßîåéò pprf1, pprf2, · · · , pprfm

ôùí ðñïôÜóåùí −−→ppre)

Ó÷Þìá 6.6: Ç äéáäéêáóßá func.

Ï ìç÷áíéóìüò áõôüò ÷ñçóéìïðïéåß ôéò äéáèÝóéìåò áðïäåßîåéò êáé ôá èåùñÞìáôá ðïõ ðåñé-
ãñÜöïíôáé óôï áíôßóôïé÷ï áñ÷åßï ðñïò êáôáóêåõÞ ôùí áðïäåßîåùí. Ïé äéáèÝóéìåò áðïäåßîåéò
áðïôåëïýí äõÜäåò åíüò üñïõ NFLINT êáé ôçò ëïãéêÞò ðñüôáóçò ãéá ôçí ïðïßá ï üñïò áõôüò
åßíáé áðüäåéîç. Ôá èåùñÞìáôá áðïôåëïýíôáé áðü Ýíáí üñï óå NFLINT, Ýíá óýíïëï áðü åëåý-
èåñåò ìåôáâëçôÝò, ìßá ëïãéêÞ ðñüôáóç-óôü÷ï êáé ðéèáíþò êáé ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò-õðïèÝóåéò. Ï
üñïò NFLINT ðïõ áíôéóôïé÷åß óå êÜèå èåþñçìá ðñÝðåé íá Ý÷åé ôïí êáôÜëëçëï ôýðï, íá åßíáé
äçëáäÞ óõíÜñôçóç ùò ðñïò ôéò áíáðáñáóôÜóåéò ôùí ôýðùí ôùí ìåôáâëçôþí êáé ôéò ëïãéêÝò
ðñïôÜóåéò-õðïèÝóåéò, ðñïò ôç ëïãéêÞ ðñüôáóç-óôü÷ï, þóôå íá áðïôåëåß áðüäåéîç ôïõ èåùñÞ-
ìáôïò. Ìðïñïýìå íá êáôáóêåõÜóïõìå ìßá áðüäåéîç ôçò ëïãéêÞò ðñüôáóçò-óôü÷ïõ åÜí âñåèåß
êáôÜëëçëç áíôéêáôÜóôáóç ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò ôïõ èåùñÞìáôïò, êáé áðïäåßîåéò ãéá ôéò õðïèÝ-
óåéò, åöáñìüæïíôáò óôïí üñï NFLINT ôïõ èåùñÞìáôïò ôéò áíáðáñáóôÜóåéò ôùí ìåôáâëçôþí
êáé ôïõò üñïõò ðïõ áðïäåéêíýïõí ôéò õðïèÝóåéò.

Ãéá íá âñåèåß áðüäåéîç ãéá ìßá ëïãéêÞ ðñüôáóç, áñ÷éêÜ áíáæçôåßôáé ç ßäéá ëïãéêÞ ðñüôáóç
ìÝóá óôï óýíïëï ôùí äéáèÝóéìùí áðïäåßîåùí. ÅÜí äåí âñåèåß, ôüôå îåêéíÜ ìßá äéáäéêáóßá
áíáæÞôçóçò áðüäåéîçò ìå ÷ñÞóç ôùí èåùñçìÜôùí. ÅëÝã÷åôáé, ãéá êÜèå èåþñçìá, êáôÜ ðüóïí
ç ðñïò áðüäåéîç ðñüôáóç ìðïñåß íá åíïðïéçèåß ìå ôç ðñüôáóç-óôü÷ï ôïõ åêÜóôïôå èåùñÞìá-
ôïò. Äýï ðñïôÜóåéò åßíáé åíïðïéÞóéìåò, üôáí Ý÷ïõí ôçí ßäéá äïìÞ ìåôÜ áðü áíôéêáôÜóôáóç
ôùí áíôßóôïé÷ùí õðïåêöñÜóåùí ôçò ìßáò óôç èÝóç ôùí åëåýèåñùí ìåôáâëçôþí ôçò Üëëçò. Óõ-
ãêåêñéìÝíá, ç ðñüôáóç-óôü÷ïò Ý÷åé (ðéèáíþò) åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò óõãêåêñéìÝíïõ ôýðïõ.
Áí êáôÜ ôç äïìéêÞ óýãêñéóÞ ôçò ìå ôçí ðñüôáóç ðñïò áðüäåéîç ðñïêýøåé ç ðåñßðôùóç óôç
èÝóç ìßáò õðïÝêöñáóçò êÜðïéïõ ôýðïõ ôçò ðñüôáóçò ðñïò áðüäåéîç íá âñßóêåôáé ìßá åëåý-
èåñç ìåôáâëçôÞ ôïõ ßäéïõ ôýðïõ ôçò ðñüôáóçò-óôü÷ï, ç ôéìÞ áõôÞò ðñïóäéïñßæåôáé ùò ßóç ìå
ôçí õðïÝêöñáóç. Ç äéáäéêáóßá áõôÞ åðáíáëáìâÜíåôáé, êáé óôçí ðåñßðôùóç ðïõ äåí ðñïêýøåé
êÜðïéá óýãêñïõóç óôç äïìÞ ôùí äýï ðñïôÜóåùí, ïé äýï ðñïôÜóåéò åßíáé åíïðïéÞóéìåò.

Óå ðåñßðôùóç ðïõ ç ðñüôáóç ðñïò áðüäåéîç åíïðïéåßôáé ìå ôçí ðñüôáóç-óôü÷ï åíüò èå-
ùñÞìáôïò, ãßíïíôáé ïé áíôéêáôáóôÜóåéò ìåôáâëçôþí ðïõ Ý÷ïõí ðñïêýøåé êáôÜ ôçí åíïðïßçóç
êáé óôéò ðñïôÜóåéò-õðïèÝóåéò. Óôï óçìåßï áõôü, ïé õðïèÝóåéò ìðïñåß íá Ý÷ïõí êáé ïñéóìÝíåò
åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò ïé ôéìÝò ôùí ïðïßùí äåí Ý÷ïõí ðñïóäéïñéóôåß· äåí åßíáé áðáñáßôçôï üôé
üëåò ïé ìåôáâëçôÝò åíüò èåùñÞìáôïò åìöáíßæïíôáé óôçí ðñüôáóç-óôü÷ï, êÜðïéåò ìðïñåß íá
åìöáíßæïíôáé ìüíïí óôéò õðïèÝóåéò. ÉäáíéêÜ èá èÝëáìå íá åêôåëÝóïõìå áíáäñïìéêÜ ôç äéá-
äéêáóßá åýñåóçò áðüäåéîçò ãéá ôéò ðñïôÜóåéò-õðïèÝóåéò, áõôü üìùò äåí ìðïñåß íá ãßíåé óôç
ãåíéêÞ ðåñßðôùóç, áöïý ç äéáäéêáóßá áõôÞ óôçí ðáñïýóá Ýêäïóç áðáéôåß ç ëïãéêÞ ðñüôáóç
ðñïò áðüäåéîç íá ìçí Ý÷åé åëåýèåñåò ìåôáâëçôÝò. ¸ôóé Ý÷ïõìå ìßá äéáäéêáóßá ðïõ ðñïóðáèåß
íá áíé÷íåýóåé ìßá êáôÜëëçëç áíôéêáôÜóôáóç ãéá ôéò ìåôáâëçôÝò ôùí ðñïôÜóåùí-õðïèÝóåùí
ðïõ äåí Ý÷ïõí ðñïóäéïñéóôåß, äïêéìÜæïíôáò åíïðïßçóç ìüíïí ìå ôéò äéáèÝóéìåò áðïäåßîåéò êáé
ü÷é ìå ðëÞñç áíáæÞôçóç áðüäåéîçò êáé ìÝóù ôùí èåùñçìÜôùí. Ç õëïðïßçóç ôçò äéáäéêáóßáò
åýñåóçò áðïäåßîåùí Ýôóé áðëïðïéåßôáé áñêåôÜ, óå ó÷Ýóç ìå ôçí ðåñßðôùóç ðïõ åðéôñÝðïíôáí
áäÝóìåõôåò ìåôáâëçôÝò ãéá ôéò ðñïò áðüäåéîç ðñïôÜóåéò. Ç áñíçôéêÞ óõíÝðåéá ôçò åðéëïãÞò
áõôÞò åßíáé üôé åíþ êÜðïéåò ëïãéêÝò ðñïôÜóåéò ìðïñïýí èåùñçôéêÜ íá áðïäåé÷èïýí áðü ôéò
äéáèÝóéìåò áðïäåßîåéò êáé ôá èåùñÞìáôá, ðñáêôéêÜ äåí ìðïñåß íá âñåèåß ìßá ôÝôïéá áðüäåéîç,
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êáé Ýôóé ÷ñåéÜæïíôáé ðåñáéôÝñù èåùñÞìáôá ãéá ôçí áðüäåéîÞ ôïõò.
Ï ìç÷áíéóìüò åýñåóçò áðïäåßîåùí ìðïñåß íá ÷áñáêôçñéóôåß ùò back-chaining êáé áíáæÞ-

ôçóçò ðñþôá óå âÜèïò. ×áñáêôçñßæåôáé ùò back-chaining äéüôé îåêéíÜìå áðü ôïí óôü÷ï ðïõ
èÝëïõìå íá áðïäåßîïõìå êáé áíáæçôïýìå ðþò ìðïñåß íá ðñïêýøåé áõôüò \ðñïò ôá ðÜíù", óå
áíôßèåóç ìå ôçí ðåñßðôùóç ðïõ èá îåêéíïýóáìå áðü ôá äéáèÝóéìá èåùñÞìáôá êáé ôéò äéáèÝóéìåò
áðïäåßîåéò, êáé èá êáôáóêåõÜæáìå áðïäåßîåéò ðïõ ðñïêýðôïõí áðü áõôÜ, ìÝ÷ñé íá âñåèåß ìßá
áðüäåéîç ôçò ðñüôáóçò-óôü÷ïõ. Åðßóçò áíáæçôåß ðñþôá óå âÜèïò, äéüôé áí âñåèåß Ýíá èåþñçìá,
ï óôü÷ïò ôïõ ïðïßïõ åíïðïéåßôáé ìå ôçí åêÜóôïôå ðñüôáóç ðñïò áðüäåéîç, ãßíåôáé ðëÞñçò áíá-
æÞôçóç ôïõ êáôÜ ðüóïí ìðïñïýí íá áðïäåé÷èïýí ïé ðñïôÜóåéò-õðïèÝóåéò, ðñéí äïêéìáóôåß Üëëï
èåþñçìá.

Ìðïñïýìå íá ðïýìå üôé ï ìç÷áíéóìüò åýñåóçò áðüäåéîçò åßíáé áíÜëïãïò ôïõ ìç÷áíéóìïý
ðïõ ÷ñçóéìïðïéåßôáé ðñïò åðßëõóç åñùôçìÜôùí åíüò ðñïãñÜììáôïò óôç ëïãéêÞ ãëþóóá Prolog.
Ïé ðñïôÜóåéò ãéá ôéò ïðïßåò Ý÷ïõìå äéáèÝóéìåò áðïäåßîåéò åßíáé êáíüíåò Prolog ÷ùñßò ìåôá-
âëçôÝò êáé ÷ùñßò äåîß ìÝñïò, åíþ ôá èåùñÞìáôá áíôéóôïé÷ïýí óå êáíüíåò Prolog ìå óôü÷ï ôçí
ðñüôáóç-óôü÷ï, êáé ðñïáðáéôïýìåíá ôéò ðñïôÜóåéò-õðïèÝóåéò. Ç äéáäéêáóßá åýñåóçò áðüäåéîçò
÷ñçóéìïðïéåß ìÜëéóôá ôçí Ýííïéá ôçò åíïðïßçóçò, üðùò ÷ñçóéìïðïéåßôáé êáé óôçí Prolog. Éäá-
íéêÜ, ï ìç÷áíéóìüò åýñåóçò áðüäåéîçò èá ëåéôïõñãïýóå üðùò ìßá ðëÞñçò ìç÷áíÞ Prolog, þóôå
íá ìðïñïýí íá âñåèïýí áðïäåßîåéò ãéá üëåò ôéò ðñïôÜóåéò ðïõ åßíáé èåùñçôéêÜ áðïäåßîéìåò.

Ìßá åíáëëáêôéêÞ äõíáôüôçôá ðïõ èá åß÷å åíäéáöÝñïí, üóïí áöïñÜ ôçí áðüäåéîç ôùí ëïãé-
êþí ðñïôÜóåùí, èá Þôáí íá êáôáñãçèåß ôï áñ÷åßï ôùí èåùñçìÜôùí, êáé óå óõíäõáóìü ìå Ýíáí
âïçèü áðïäåßîåùí ãéá ôï óýóôçìá NFLINT, ãéá ðáñÜäåéãìá ðáñüìïéï ìå ôï ðñüãñáììá Coq,
ïé áðïäåßîåéò íá ðñïêýðôïõí áõôüìáôá, Þ ìå áëëçëåðßäñáóç ìå ôï ÷ñÞóôç, áðü ìßá äåäïìÝíç
âéâëéïèÞêç áðïäåßîåùí óå NFLINT. ¸ôóé êáôÜ ôç ìåôÜöñáóç åíüò ðñïãñÜììáôïò, èá ðñïÝêõ-
ðôáí ðñïôÜóåéò-èåùñÞìáôá ðïõ ðñÝðåé íá áðïäåé÷ôïýí, åßôå ìÝóù ôáêôéêþí áõôüìáôçò åýñåóçò
áðïäåßîåùí, åßôå ìÝóù áð'åõèåßáò áðüäåéîçò áðü ôïí ÷ñÞóôç. Ç ðñïóÝããéóç áõôÞ èá åß÷å ôï
ðëåïíÝêôçìá üôé ï ìç÷áíéóìüò áõôüìáôçò åýñåóçò áðïäåßîåùí äåí èá áðïôåëïýóå ìÝñïò ôïõ
ìåôáãëùôôéóôÞ ôçò Karooma, áëëÜ ìÝñïò ôïõ NFLINT êáé èá Þôáí ðåñéóóüôåñï åðåêôÜóéìïò.
Åðßóçò äåí èá ÷ñåéáæüôáí, üôáí ðñïóèÝôïõìå Ýíá íÝï èåþñçìá óôç âéâëéïèÞêç áðïäåßîåùí
ôïõ NFLINT, íá åíçìåñþíïõìå êáé ôï áñ÷åßï èåùñçìÜôùí ìå ôçí ðåñéãñáöÞ ôïõ èåùñÞìáôïò
áõôïý.
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ÊåöÜëáéï 7

ÓõìðåñÜóìáôá

7.1 ÓõíåéóöïñÜ

Ç óõíåéóöïñÜ ôçò åñãáóßáò ìðïñåß íá óõíïøéóôåß ùò åîÞò.

• ÐñïôÜèçêå ìßá íÝá ãëþóóá ðñïãñáììáôéóìïý ìå áðïäåßîåéò, ç Karooma, ðïõ ÷ñçóé-
ìïðïéåß ôçí éäÝá ôùí ðñï- êáé ìåôá-óõíèçêþí ãéá ôçí ðñïäéáãñáöÞ ôçò ïñèüôçôáò åíüò
ðñïãñÜììáôïò. Ç ó÷åäßáóÞ ôçò åðéêåíôñþèçêå óôçí åõêïëßá ÷ñÞóçò áðü ðñïãñáììáôé-
óôÝò êáé áõôü åßíáé ôï éó÷õñü ôçò óçìåßï óå ó÷Ýóç ìå õðÜñ÷ïõóåò ðáñüìïéåò ãëþóóåò.
Ùóôüóï, õóôåñåß ùò ðñïò ôçí åêöñáóôéêüôçôá ôïõ óõóôÞìáôïò ôýðùí.

• Åðéôåý÷èçêå ðëÞñçò äéá÷ùñéóìüò ôçò öÜóçò ðñïãñáììáôéóìïý åíüò ðñïãñÜììáôïò óôç
ãëþóóá áõôÞ êáé ôçò öÜóçò áðüäåéîçò ôçò ìåñéêÞò ïñèüôçôÜò ôïõ. Óå óõíäõáóìü ìå
ôçí õðïóôÞñéîç ðáñáìåôñéêþí áíáðáñáóôÜóåùí, Ýíáò ðñïãñáììáôéóôÞò ìðïñåß íá ðñï-
ãñáììáôßæåé óôçí Karooma ÷ùñßò íá áó÷ïëåßôáé ìå ôçí áðüäåéîç ôçò ìåñéêÞò ïñèüôçôáò,
üðùò èá Ýêáíå óå ìßá ïðïéáäÞðïôå ãëþóóá óõíáñôçóéáêïý ðñïãñáììáôéóìïý, êáé Ýíáò
ãíþóôçò ìáèçìáôéêÞò ëïãéêÞò ìðïñåß Ýðåéôá íá ðáñÝ÷åé ôçí áõóôçñÞ áðüäåéîç.

• ÕëïðïéÞèçêå Ýíáò ìåôáãëùôôéóôÞò áõôÞò ôçò ãëþóóáò ðïõ ðáñÜãåé êþäéêá ãéá ôï óý-
óôçìá NFLINT. Ðñéí ôçí åêôÝëåóç ôïõ ðñïêýðôïíôá êþäéêá, ìðïñåß íá åðéâåâáéùèåß
ìÝóù áõôïý ôïõ óõóôÞìáôïò ç ìåñéêÞ ïñèüôçôá ôïõ êþäéêá, åíþ êáôÜ ôï ÷ñüíï åêôÝëå-
óçò äåí ãßíåôáé êÜðïéïò ó÷åôéêüò Ýëåã÷ïò, ìå áðïôÝëåóìá íá ìçí Ý÷ïõìå êüóôïò óôçí
áðüäïóç ôïõ ôåëéêïý åêôåëÝóéìïõ.

• ÕëïðïéÞèçêáí óôç ãëþóóá Karooma Ýíá óýíïëï áðü ðñïãñÜììáôá ãéá óõíáñôÞóåéò öõ-
óéêþí áñéèìþí, ìå ðëÞñç áðüäåéîç ìåñéêÞò ïñèüôçôáò. Ãéá ôï óêïðü áõôü, åìðëïõôßóáìå
ôç âéâëéïèÞêç ôïõ NFLINT ìå ôá èåùñÞìáôá ðïõ öÜíçêáí áðáñáßôçôá.

7.2 ÌåëëïíôéêÞ Ýñåõíá

Ìßá óçìáíôéêÞ êáôåýèõíóç ãéá ìåëëïíôéêÞ Ýñåõíá ðÜíù óôéò ãëþóóåò ðñïãñáììáôéóìïý ìå
áðïäåßîåéò åßíáé ç äéåñåýíçóç ôïõ êáôÜ ðüóï ìßá ó÷åäßáóç üðùò áõôÞ ôçò ãëþóóáò ðïõ ðå-
ñéãñÜøáìå óå áõôÞ ôçí åñãáóßá, ìå äéá÷ùñéóìü ôçò öÜóçò ðñïãñáììáôéóìïý áðü ôç öÜóç
áðüäåéîçò, êáé ÷ùñßò åìöáíåßò åîáñôþìåíïõò ôýðïõò, åßíáé ðñáêôéêÞ êáé ìðïñåß íá åðåêôáèåß
óå ìåãáëýôåñá ðñïãñÜììáôá. ¸÷åé åíäéáöÝñïí íá äïýìå åÜí, äåäïìÝíçò ìéáò áñêåôÜ ìåãÜëçò
âéâëéïèÞêçò èåùñçìÜôùí, ìðïñåß íá åðéôåõ÷èåß ï óôü÷ïò ôùí áðïäåßîéìá ïñèþí ðñïãñáììÜôùí,
áêüìç êáé ãéá ðñïãñÜììáôá ìå ðñáêôéêÞ ÷ñçóéìüôçôá { ÷ùñßò ç äéáäéêáóßá ôçò áðüäåéîçò íá
äõó÷åñáßíåé õðåñâïëéêÜ ôï Ýñãï ôïõ ðñïãñáììáôéóôÞ.

Ðñïò áõôÞ ôçí êáôåýèõíóç èá âïçèïýóå ìßá åðÝêôáóç ôçò õðÜñ÷ïõóáò ãëþóóáò þóôå íá
õðïóôçñßæåé Ýíá ðéï ðëïýóéï óýóôçìá ôýðùí. Èá ìáò åíäéÝöåñå éäéáßôåñá ç õðïóôÞñéîç áë-
ãåâñéêþí ôýðùí äåäïìÝíùí ïñéóìÝíùí áðü ôï ÷ñÞóôç, ðáñüìïéùí ìå áõôïýò ðïõ óõíáíôÜìå
óôéò ôñÝ÷ïõóåò äéáäåäïìÝíåò ãëþóóåò óõíáñôçóéáêïý ðñïãñáììáôéóìïý. Ç õðïóôÞñéîç ôÝ-
ôïéùí ôýðùí óõíåðÜãåôáé ôç äõíáôüôçôá ïñéóìïý äïìþí äåäïìÝíùí üðùò ëßóôåò êáé äÝíôñá,
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ðïõ èá åðÝôñåðáí ôçí õëïðïßçóç åíäéáöåñüíôùí áëãïñßèìùí üðùò ç ôáîéíüìçóç êáé ç áíáæÞ-
ôçóç. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, ðñÝðåé íá åîåôáóôåß ðþò ðñÝðåé íá åìðëïõôéóôåß êáé ç ãëþóóá
ôùí ëïãéêþí ðñïôÜóåùí, þóôå íá ìðïñïýìå íá åêöñÜæïõìå êáé íá áðïäåéêíýïõìå ôç ìåñéêÞ
ïñèüôçôá ôçò õëïðïßçóçò ôÝôïéùí áëãïñßèìùí.

Ç éäÝá ôùí ðñï- êáé ìåôá-óõíèçêþí èá ìðïñïýóå ôüôå íá åðåêôáèåß êáé óôïõò ïñéóìïýò
ôýðùí áðü ôï ÷ñÞóôç, þóôå íá õðïóôçñé÷èïýí êÜðïéïé ôýðïé äåäïìÝíùí ðïõ Ý÷ïõí éäéáßôåñï
åíäéáöÝñïí óôçí ÅðéóôÞìç ôçò ÐëçñïöïñéêÞò. ÔÝôïéïò ôýðïò åßíáé ãéá ðáñÜäåéãìá ï ôýðïò ôùí
ôáîéíïìçìÝíùí ëéóôþí, ðïõ åí áíôéèÝóåé ìå ôéò êáíïíéêÝò ëßóôåò, ï êáôáóêåõáóôÞò Cons ôçò
äçìéïõñãßáò íÝáò ëßóôáò áðü óôïé÷åßï-êåöáëÞ êáé õðÜñ÷ïõóá ëßóôá-ïõñÜ, ìðïñåß íá åöáñìïóôåß
ìüíïí åÜí ç ðñïóèÞêç ôïõ íÝïõ óôïé÷åßïõ äéáôçñåß ôçí ôáîéíïìçìÝíç óåéñÜ ôçò ëßóôáò. ¶ëëá
ôÝôïéá ðáñáäåßãìáôá ôýðùí åßíáé ôá êüêêéíá-ìáýñá äÝíôñá (red-black trees) êáé ïé óùñïß
(heaps).

Ç ãëþóóá èá ãéíüôáí áêüìç ðéï åêöñáóôéêÞ åÜí åðåêôåßíáìå ôï óýóôçìá ôýðùí ìå ôýðïõò
óõíáñôÞóåùí. ¸ôóé èá õðÞñ÷å äõíáôüôçôá ãéá óõíáñôÞóåéò õøçëüôåñïõ âáèìïý (ðïõ äÝ÷ïíôáé
ùò ðáñÜìåôñï óõíÜñôçóç, Þ åðéóôñÝöïõí óõíÜñôçóç ùò áðïôÝëåóìá). Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ
Ý÷åé åíäéáöÝñïí ôï ðþò ÷åéñéæüìáóôå óõíáñôÞóåéò ìå äéáöïñåôéêÝò ðñï- êáé ìåôá-óõíèÞêåò.

¸íá áêüìç åðéèõìçôü ÷áñáêôçñéóôéêü ôçò ãëþóóáò åßíáé ç õðïóôÞñéîç ãéá ðáñåíÝñãåéåò
(side-e�ects), ðïõ èá åðÝôñåðå ôçí ýðáñîç áíáöïñþí, óõíáñôÞóåùí åéóüäïõ-åîüäïõ, êáé ãåíéêÜ
õðïóôÞñéîçò ÷áñáêôçñéóôéêþí ôùí ðñïóôáêôéêþí ãëùóóþí ðñïãñáììáôéóìïý.

ÔÝëïò, åíäéáöÝñïí Ý÷åé ç ðåñßðôùóç íá áíôéêáôáóôáèåß ï ìç÷áíéóìüò êáôáóêåõÞò áðïäåß-
îåùí ôçò ãëþóóáò, êáèþò êáé ôï áñ÷åßï èåùñçìÜôùí, áðü Ýíá, ðéèáíþò äéáäñáóôéêü, óýóôçìá
áðïäåßîåùí üðùò ôï Coq ãéá ôï óýóôçìá NFLINT. Óôçí ðåñßðôùóç áõôÞ, åÜí ç õðÜñ÷ïõóá
âéâëéïèÞêç èåùñçìÜôùí ôïõ óõóôÞìáôïò NFLINT äåí åðáñêåß ãéá ôçí áðüäåéîç ôçò ìåñéêÞò
ïñèüôçôáò åíüò ðñïãñÜììáôïò, åìðëïõôßæåôáé ìå íÝá èåùñÞìáôá, ôá ïðïßá áðïäåéêíýïíôáé ìå
ôñüðï ðáñüìïéï ìå ôï óýóôçìá Coq { äßíïíôáò ìßá óåéñÜ áðü ôáêôéêÝò áðüäåéîçò êáé ü÷é Ýíáí
ðëÞñç λ-üñï ðïõ áíáðáñéóôÜ ôçí áðüäåéîç, ï ïðïßïò äýóêïëá êáôáóêåõÜæåôáé.
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